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摘  要 

采用精确的几何模型，研究了一端固定一端自由约束的细长弹性杆在外部荷载作用下的压弯变形问题。

在大变形过程中的精确几何关系下，建立几何方程和平衡方程，建立机械荷载作用下弹性压弯杆几何精

确的大变形基本方程。采用打靶法数值对该边值问题进行求解，获得了在数值意义下问题的精确解。绘

出该模型下弹性杆的压弯大变形特性曲线。研究外部载荷对弹性杆弯曲大变形的影响，分析压弯杆的力

学特性。 
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Abstract 
Based on accurate geometric model, the large deformation of a rod with free-fixed edges subjected 
to compress and bending moment loads was studied. Considering the precise geometric relation-
ships across the deformation process, the geometric equations and equilibrium equations were 
established, and the basis equations of exact geometry under large deformation with linear con-
stitutive relationship were established. Using shooting method to numerically solve the boundary 
value problem, the exact solution in the numerical sense was obtained, and the characteristic fig-

http://www.hanspub.org/journal/ijm
https://doi.org/10.12677/ijm.2022.111001
https://doi.org/10.12677/ijm.2022.111001
http://www.hanspub.org


王丹娅，赵永刚 

 

 

DOI: 10.12677/ijm.2022.111001 2 力学研究 
 

ures of the elastic large deformation with compress and bending moment loads were drawn, the 
influence of the large deformation elastic rod with external load was studied, and the mechanical 
characteristics of the rod were analyzed. 
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1. 引言 

弹性杆在机械载荷作用下的过屈曲和变形问题在工程实践中具有极广泛的应用。例如作为钻杆、电

子信号发射连接件、机器人臂、跳高撑杆等，近 30 年，在生命科学领域之中将弹性大变形杆作为生物大

分子链(DNA 等)的力学模型[1] [2]。 
1744 年 Euler 等[3]研究了弹性细杆的平衡和稳定性问题。1927 年 Love 等[4]进一步研究了细长杆的

弹性曲线问题，细长弹性杆的几何非线性问题作为结构大变形的问题之一始终受到广泛重视。Kicrhhoff
理论(即弹性杆静力学非线性理论)建立于 1859 年。Kicrhhoff 理论其实质为利用欧拉-泊松(Euler-Poison)
方程以及弹性杆平衡微分方程两者在数学形式中的相似性，将拉格朗日情形刚体定点转动的解析积分进

行移植，以用来解决弹性杆的平衡问题[5]。Pflǜger [6]是第一位研究压杆在轴向压缩变形下对屈曲变形影

响的人。Antanackvic [7]等采用了分析方法研究在端部压力作用下可伸长简支梁过屈曲的分叉解，并得出

了和细长比相关的临界载荷解析式。Gummadi 和 Palazotto [8]对梁、拱中的大变形问题进行了研究，对现

代大变形力学问题的研究产生了极大的影响。基于连续介质一般理论，Filipich 和 Rosales [9] [10]系统推

导出弹性细杆在轴向压力作用下的几何精确非线性控制方程，推导出了弹性压杆在 9 种本构关系下的过

屈曲模型以及数值解，并研究在轴向载荷作用下弹性杆本构关系不同时对过屈曲行为的影响。Plaut 等[11]
基于弹性杆的轴线不可伸长几何非线性理论，采用打靶法对问题数值求解，分析了在外载荷作用下预弯

曲杆在与刚性平面发生接触后的屈曲和变形问题。 
薛纭等[12]和刘延柱等[13]基于弹性杆的几何非线性模型，同时考虑了横向剪切变形和杆的轴线伸长，

得出了较为精确的 Cosserat 弹性杆模型。李世荣[14] [15] [16]等基于轴线可伸长杆的基本模型，采用了打

靶法进行数值求解，对弹性压杆在几种不同边界条件下的过屈曲问题进行分析。郭锐[17]等研究了在中点

附近点约束下的弹性细杆两端受压时的过屈曲变形，并给出了与轴向载荷和约束力相关的弹性杆的平衡

构形以及平衡路径。李银山[18]等在研究弹性压杆的大变形问题时，采用了曲线积分的方法，得到了压杆

过屈曲大变形的理论结果。薛纭等[19]于2019年基于弹性细长杆Kirchhoff动力学的比拟方法，从Kirchhoff
弹性杆以及 Cosserat 弹性杆的拉格朗日方程出发，研究出了在弯扭度以及形心应变矢发生突变时的拉格

朗日方程，并分析了弯扭度与形心应变矢突变对弹性杆挠曲线的影响。为弹性细长杆弯扭度发生突变提

供了力学方法。刘荣刚等[20]采用能量法和挠曲线近似微分方程方法得出了临界力极限表达式，解决了细

长弹性压杆临界力作用下的挠度不确定问题。 
本文拟采用可伸长杆的基本理论，在精确的几何模型下推导线弹性变形杆的几何方程和平衡方程，

并用打靶法数值求得压弯变形的数值解。 
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2. 控制方程 

考虑一长为 l 的矩形截面 ( )b h× 压杆，一端固定一端自由，在自由端作用集中力 0F 和弯矩 0m  (见图 1)。 

2.1. 几何方程 

将杆的轴线置于直角坐标系 oxy ，记变形前杆内任意一点为 ( ),x y ，轴线上的点 ( )0, x ， ( )0,x l∈ ，杆

发生弯曲变形后，轴线上点的坐标变为 ( ),w x u+ ，其中 u 和 w 分别为 ,x y 方向的位移，假设变形服从

Kirchhoff 直线法假设，由轴线可伸长梁的大变形理论，可得如下几何关系： 
d
d

s
x

λ=                                               (1) 

d cos 1
d
u
x

λ θ= −                                            (2) 

d sin
d
w
x

λ θ=                                             (3) 

d d d 1
d d d

s k
x s x
θ θ λ λ

ρ
= × = =                                       (4) 

其中：θ 为横截面转过的角度，梁的轴线在变形后为平面曲线，s 为变形后的弧长，k 为轴线弯曲后的曲

率， λ 为轴线的伸长比。 
 

 
Figure 1. Mechanical model 
of structure 
图 1. 结构的力学模型 

 
轴线应变 0ε 为 

0
d d 1

d
s x

x
ε λ−

= = −  

横截面内任意一点的应变为 

( )dd d 1 1
d d

ys x y k
x x

θ ρ
ε λ λ

−′ −
= = − = − −  

2.2. 物理方程 

考虑应力—应变的线弹性关系，横截面上的正应力为 
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Eσ ε=  

横截面上的轴力 NF 和弯矩 m 为 

( )/2

/2
d 1

h
N h

F b y EAσ λ
−

= = −∫  

/2

/2
d

h

h
m by y EI kσ λ

−
= − =∫  

其中： A b h= × 为杆的横截面面积， 3 12I bh= 为横截面的抗弯刚度。 

2.3. 平衡方程 

在精确几何模型下研究变形后微段 dx 上的受力平衡。用 vF 表示横截面上的内力，则 0vF F= ，轴力

和剪力分别为 

cos ,  sinN v S vF F F Fθ θ= =  

利用平衡条件可得以下平衡方程 

d dsin tan
d d

N
v N

F F F k
x x

θθ λ θ= − = −  

d d tan
d dv N
m wF F
x x

λ θ= =  

将物理方程带入以上平衡方程中得 

( )d 1 tan
d

k
x
λ λ λ θ= − −                                   (5) 

( ) ( )2 1 tand 1 tan
d

Ak k
x I

λ θ
λ θ

−
= − +                             (6) 

式(1)~(6)构成了弹性杆在精确几何模型下非线性大变形问题下的基本方程。考虑具体边界条件，就

构成杆件压弯大变形的边值问题，对于一端固定另一端自由的弹性杆，相应的边界条件为 

( )0 : 0x u w sθ= = = = =固定端                               (7) 

( ) 0 0: vx l F F m m= = − =自由端 ,                               (8) 

文献[9] [10]研究了弹性杆在端部压力和剪力作用下的过屈曲问题。基于 Kirchhoff 假设推导出的非线

性基本方程不适用于弯曲变形过大的情况。 

3. 对控制方程无量纲化 

引入下列无量纲量 

( ) ( ), , , , , ,X S U W x s u w l=  

,  ,  ,  K k l h lθ λ δ= ⋅ Τ = Λ = =  

2 ,  NN F EA M ml EIδ δ= =  

2
0 0 0 0,  V F EA M m l EIδ δ= =  

其中：δ 为杆的细长比。将无量纲量代入物理方程可得无量纲轴力和弯矩的表达式 

( ) 21 ,  N M Kδ δ= Λ − = Λ                                (9) 
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将无量纲量代入式(1)~(8)，可得以下无量纲基本方程 

d
d

S
X
= Λ                                         (10) 

d
d

K
X
Τ
= Λ                                        (11) 

d cos 1
d
U
X

= Λ Τ−                                     (12) 

d sin
d
W
X

= Λ Τ                                      (13) 

( )d 1 tan
d

K
X
Λ
= − Λ − Λ Τ                                  (14) 

( ) ( )2 1 tand 1 tan
d

AK K
X I

Λ − Τ
= Λ − Τ+                            (15) 

无量纲边界条件为 

( 0) : 0x S U W= = Τ = = =固定端                           (16) 

( ) ( ) 2
0 01 : 1 cos 0,  0x V K Mδ δ= Λ − + Τ = Λ − =自由端                      (17) 

4. 弯曲问题的数值分析 

由于微分方程的强非线性以及多未知量间的耦合效应，难以获得问题的解析解，因而采用打靶法对

此边值问题进行数值求解。取 0.1δ = ，研究自由端的位移随端部无量纲载荷的变化规律。 
采用打靶法求解，令： 

{ } { }T T
1 2 3 4 5 6, , , , , , , , , ,Y y y y y y y S U W K= = Τ Λ                      (18) 

问题的控制方程可写为一阶常微分方程组： 

( ) { }0 0 5
d ; ; , , , , , , ,
d

Y F X Y V M y U W K
X

δ= = Τ Λ                      (19) 

( ) ( )31 2 4
5 5 4 5 4 5 6

dd d d,  cos 1,  sin ,  
d d d d

yy y yy y y y y y y
x x x x
= = ⋅ − = ⋅ = ⋅              (20) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 6 2 2 2
5 66 5 4 45

d dtan ,  1 tan
d d

1 12y yy y yy y y y
x x

δ δ− + ⋅= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ −           (21) 

边界条件为： 

1 2 3 40, 0, 0, 0y y y y= = = =固定端:                            (22) 

( ) ( ) 2
5 0 4 5 6 01 cos 0,  0y V y y y Mδ δ− − ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ =自由端:                    (23) 

当端部载荷增加时，可以求解出弯曲程度较大的情形，说明方程(1)~(6)采用了精确的几何模型，对

问题的求解适应大变形的弹性变形问题。文献[18]采用了微分求积法，建立大变形时弹性压杆的数学模型，

并采用 Maple 编程对此模型进行了求解，得到自由端压力，转角，挠度和轴向位移的对应数值关系，其

数值结果与本文结果基本一致。 
图 2 为端部弯矩 0M 为 0.1 时，不同轴向压力 0V 的平衡构形。随着杆端轴向压力 0V 增加，弹性杆弯

曲程度逐渐增大，并发生回弯(横向位移减小)。杆件的变形过程与文献[18]的结果是一致的。 
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图 3 给出了不同 0V 时，轴向位移 1U 随 0M 的变化规律。图中可以看出，随着 0M 的增加，轴向位移不

断(负向)增加，在 0M 较大时，不同 0V 的变化规律是类似的，而在 0M 较小时，差异较大。 0 0.2V ≤ 三条曲

线，轴向位移 1U 几乎从 0 开始，当 0 0.25V = 时， 1U 变为从-0.36 开始。压杆稳定的无量纲临界载荷的 Euler
公式为 

( )

2

2 2
1 0.2056cr

EIV
EAl

π
δµ

= ⋅ =  

在 0 0M = 时， 0V 达到临界载荷前，压杆的轴向位移几乎为 0，而达到临界载荷后，轴向位移明显增

加，变形从轴向压缩变形过渡到过屈曲变形。 
 

 

Figure 2. Equilibrium configurations at 0 0.1M =  
图 2. 0 0.1M = 的平衡构形 

 

 

Figure 3. Variation curves of 1U  with 0M  
图 3. 1U 随 0M 的变化曲线 
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图 4 给出了不同 0V 时，横向位移 1W 随 0M 的变化规律，当 0V 小于临界载荷时，曲线从 0 附近开始增

加，当 0V 大于临界载荷时处于过屈曲平衡，此时 0 0M = 时已经出现了横向位移。 0M 较小时，曲线在

0 0.4V = 附近出现变化，此时变形开始回弯(见图 2)。当 0V 较大时，过屈曲变形较大，挠度随 0M 增加而减

小，回弯现象更为明显。 
 

 

Figure 4. Variation curves of 1W  with 0M  
图 4. 1W 随 0M 的变化曲线 

 
图 5 给出了不同 0V 时，轴线长度随 0M 的变化规律。图中可以看出，在轴向压力作用下，随着 0M 的

增加，轴线的长度是增加的，图像说明随着弯曲变形的增加， 0V 引起轴线变形量下降。 
 

 

Figure 5. Variation curves of 1S  with 0M  
图 5. 1S 随 0M 的变化曲线 
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图 3~5 反映出： 0M 较小时对杆变形影响在前屈曲阶段 ( )0 crV V< 和过屈曲阶段 ( )0 crV V≥ 是不同的，

此时 0V 对变形过程影响明显。而当 0M 较大时，前屈曲阶段和过屈曲阶段的变形规律基本一致， 0V 对变

形过程的影响减弱。 
 

 
Figure 6. Variation curves of 1U  with 0V  
图 6. 1U 随 0V 的变化曲线 

 
图 6 给出不同端部外力偶 0M 作用时，轴向位移随 0V 的变化曲线，图中可以看出，随着 0V 的增加，

端部轴向位移是(负向)增加的。在 0V 较小时，不同的 0M 对应的变化曲线差异较大， 0 3M < 时，能明显的

看出由弯曲变形到过屈曲阶段的过程，临界载荷在 0 0.2V = 附近；而 0 3M > 时， 0M 引起的变形较大，前

屈曲到过屈曲的变化并不明显。当端部压力 0 1.5V > 时，不同 0M 引起的轴向位移差异变得很小。 
 

 

Figure 7. Variation curves of 1W  with 0V  
图 7. 1W 随 0V 的变化曲线 
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图 7 给出了不同 0M 时，横向位移 1W 随 0V 的变化规律，图中可以看出，随 0V 的增大，横向位移先增

后减， 1W 存在最大值。随 0M 增大最大挠度点横向偏移，对应的 0V 在数值上减小。当 0 0.1M = 时，能明

显看出随 0V 的增加，变形由前屈曲到过屈曲阶段的变化过程，当 0M 较大时，此过程不明显。 
 

 

Figure 8. Variation curves of 1S  with 0V  

图 8. 1S 随
0V 的变化曲线 

 
图 8 给出了不同 0M 时，轴线长度 1S 随 0V 的变化规律。图中可以看出，随着 0V 增大， 1S 呈现先减后

增的趋势。 0M 较小时， 1S 减小到增大的转折点较明显(临界载荷附近)，当 0M 较大时， 1S 从减到增，变

化比较平缓。 
图 6~8 反映出：当 0V 较大时，不同 0M 时的变形规律基本相同，当 0V 较小时，尤其是在临界载荷附

近，不同 0M 时的变形过程差别较大。 

5. 结论 

本文导出了一端固定一端自由约束的弹性杆在外荷载下压弯变形问题的精确几何模型的基本方程，

根据求得的数值解，绘出了弹性杆在端部外荷载作用下的压弯构形和非线性平衡路径，并精确分析了外

载荷对弹性杆变形的影响。得出了以下结论： 
1) 本文基本方程采用了大变形下精确的几何模型，既可求解压杆的过屈曲问题，也可精确求解杆件

的大变形弯曲问题。 
2) 由精确几何模型下的基本方程求得的小变形时的数值结果与参考文献中的结果基本一致，而本文

的基本方程更为精确。 
3) 弹性杆压弯变形时，杆件变形随 0M 的变化规律受到 0V 的影响，在 0M 较小时， 0V 的影响比较明

显。同时杆件变形随 0V 的变化规律也受到 0M 的影响，当在 0V 临界载荷附近以及小于临界载荷时， 0M 对

变形的影响较为明显；随 0V 的增大， 0M 对变形的影响逐渐减弱。 
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