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Abstract 
In the present paper, the vertical nonlinear vibration characteristics of landing gear system are 
investigated when the aircraft is taxiing. The delayed feedback control is employed to control and 
suppress the vibration of the aircraft body. The differential equations of a two degree of freedom 
nonlinear vibrating system is obtained and approximate analytical solution is achieved by the 
method of decouping and multiple scales. The dynamical behavior of vibrating system is investi-
gated when the external frequency approaches the first order modal frequency and 1:5 internal 
resonance occurs simultaneously. The focus is to analyze the effect of gain and time delay on the 
vibration of the vibrating system. The response curve of primary system and time delay is ob-
tained and the stability of the system is investigated. The results show that the vibration of the 
aircraft body is suppressed about 48% when the controlling parameters are chosen appropriately. 
However, the vibration of the aircraft body may lose its stability and destroyed when the control-
ling parameters are chosen unreasonably. The results of the present paper may improve the vi-
brating theory of aircraft landing gear system and provide valuable reference for engineering de-
signers. 
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摘  要 

本文主要研究飞机起降滑行过程中垂直方向上的非线性振动特性并对其主系统(飞机机体)的振动进行时

滞反馈主动控制。首先对飞机机体和起落架建立二自由度非线性系统模型，并得到模型的运动微分方程

组，坐标转换进行解耦，再利用多尺度法求解方程组的近似解析表达式，模拟分析外激励频率趋近一阶

振动模态频率时主系统的振动幅值，这里着重研究系统的1:5内共振情况。然后研究非线性系统动力学的
行为并考察主动控制时的反馈增益系数和时滞量对主系统振动的幅值影响，得到主系统的振幅——时滞

响应曲线，从而利用时滞反馈来控制主系统的振动。最后对系统的控制参数进行优化设计，同时对系统

的稳定性进行分析。研究结果表明，对含有时滞项的非线性振动系统，通过调节合理的反馈增益系数和

时滞量，对主系统能起到很好的减振作用，机体的减振幅度最高可以达到48%。与之相对的，如果其参

数选择的不合适，对比无时滞项的初系统，机体的振幅将会增大，振动特性变得更加恶劣。本文的研究

结果有助于飞机起落架的减振控制系统的进一步完善，同时也为飞机减振器的设计和研发提供一个新的
思考方向。 
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1. 引言 

飞机的出现是人类历史上一个伟大的成就，它实现了人类遨游蓝天的梦想。与飞机出现相伴随的是

飞机起落架的出现和发展。 
飞机起落架是飞机上一个非常重要的部件，它是飞机在地面停放、滑跑、承受飞机载荷，并为飞机

提供滑行操纵和制动力的起飞着陆装置[1]，也是唯一一种支撑整架飞机的承力操纵部件，当飞机起飞后，

可以视飞行性能而收回起落架。当飞机起落滑行时，飞机的着陆冲击能量除一小部分由飞机结构变形吸

收外，大部分还是由起落架来吸收，所以起落架对飞机的安全起降起着极其重要的作用，是飞机不可或

缺的一部份。随着飞机性能和人们要求乘坐舒适度的提高，对起落架要求也越来越高，起落架的设计和

优化也变得尤为重要。 
当飞机起降滑行时，由于机场地面不平顺或突发状况(如极端恶劣天气)的影响，会引起的飞机明显的

振动。特别的，在飞机的着陆过程中垂直方向上拥有巨大的动量，短时间内降落起落架和飞机全机结构

都将承受很大的冲击载荷，这会引起飞机在垂直方向上产生强烈的振动，将会造成飞机及其起落架结构

发生疲劳，寿命缩短[2]，同时也会使飞机的稳定性变差，操作性变难，乘客舒适度降低，货物或武器的

安全也会受到影响[3] [4]。而在大型机中，随着全机重量和以前相比成倍增加，机械结构越来越精复杂，

起落架的设计也变得越来越重要。所以，研究飞机起落滑行的振动问题是航空航天工程的重大问题，不

仅具有理论意义，更具有实际的应有价值。 
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在减振方面，常见的减振方法有被动控制，主动控制和半主动控制。其中时滞反馈控制属于主动控

制。1992 年 Olgac [5]等人首次提出将时滞状态反馈控制应用于动力系统的减振问题中。主要思路是在主

系统上附加由一个质量弹簧阻尼器和一个带有时滞状态反馈装置的机构，通过调节反馈增益系数和时滞

量的大小来减小和抑制主系统振动的振幅。随后，Renzulli [6]等人研究了当外激励频率变化时，反馈增

益系数和时滞量能自动调节的方法。同时 Olgac，Filipović等人[7] [8]又提出了实时可调谐吸振器减振机

理。近年来 Shin，Kim 等人[9]研究了气动隔振板的时滞控制技术理论并取得了较好的研究成果。 
本文着重研究含有时滞反馈控制的非线性飞机起落架系统，通过控制其中的时滞项(由反馈增益系数

和时滞量组成)来优化机体垂直方向上的振动。 

2. 起落架系统运动微分方程的建立 

这里，起落架系统可分为两部分：悬挂机体部分(机体和固定在机体的起落架上半部分)和起落架下半

部分(没有与机体固定的部分)。对于前者，本文不考虑机体的外形，不研究机体的横向摆振和耦合振动，

忽略机体的柔性而视为刚体。从而得到简化的悬挂机体模型：由一个非线性刚度弹簧，黏性阻尼器，时

滞控制减振装置和 1/2 悬挂机体重量的质量块组成，简称主系统。同理，可以得到起落架下半部分模型：

由一个线性刚度弹簧，黏性阻尼器和起落架下半部分重量的质量块(包括轮胎质量)组成，简称副系统。示

意图如下(图 1 中轮胎为无质量模型，实际为质量微小的轮胎皮层)。 
其中 1m 为主系统的质量， 1k 为主系统的线性刚度系数， nk 为主系统的非线性刚度系数， 1c 为主系统

的阻尼系数， g 为主系统的时滞反馈增益系数， 1x 为主系统的垂直位移。同理， 2m 为副系统的质量， 2k
为副系统轮胎的线性刚度系数， 2c 为副系统轮胎的阻尼系数， 2x 为副系统的垂直位移； 3x 为路面的位移

形式激励。 
 

 
Figure 1. Schematic diagram of landing gear system model 
图 1. 起落架系统模型示意图 
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由牛顿第二定律可得系统运动微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5
1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1

5
2 2 2 3 2 2 3 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1

n

n

m x k x x k x x c x x gx t

m x k x x c x x k x x k x x c x x gx t

τ

τ

 = − + − + − − −


= − + − − − − − − − + −

   

     

 

令 ( )3 1sinx F tω φ= + ， ( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 1 2 1 2sin cos cosk x c x k F t c F t f tω φ ω ω φ ω φ+ = + + + = + ，为了计算方

便，可通过构造合适的 1φ 使得 2 0φ = ，故矩阵可写成如下形式： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
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1 2 1
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                (1) 

3. 非线性系统的多尺度分析方法 

令： [ ]1 1 1

1 2 2 22

1 1x q q
u

r r q qx
       

= =       
      

，则 [ ]T 1

2

1
1

r
u

r
 

=  
 

。其中 21
1 1

1

1 mr
k
ω= − ， 21

2 2
1

1 mr
k
ω= − ， 1ω ， 2ω 为 

线性系统模型的一阶和二阶振动模态，时滞部分 ( )1 1 1 2x t x q qτ τ ττ− = = +    。将上面变换带入矩阵(1)再左乘

[ ]Tu 可将方程部分解耦。结合摄动法的原理 ( ),mx kx L x xε+ =  ，令 1 1c cε= 、 2 2c cε= 、 n nk kε= 、g gε= 、

f fε= (其中 0 1ε<  )。并利用多尺度法对系统运动方程进行摄动分析，引入新的变量 rT ，令： r
rT tε= ， 

0,1, 2,r = ，设
( )2

1 1 1 1 1 22
1 2

1 1 2

2k r k r k k
m r m

ω
− + +

=
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，
( )2

1 2 1 2 1 22
2 2
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2k r k r k k
m r m

ω
− + +

=
+

。求解方程组和归纳 ε 的相同次 

幂并设微分方程组 0ε 的解为： ( ) 1 0
11 1 ei Tq A T ccω= + ， ( ) 2 0

21 1 ei Tq B T ccω= + ；外激励项和时滞部分为： 

( ) 0
0

1cos e
2

i Tf T f ccωω = + ， ( ) ( )1 0
11 1 ei Tq A T ccω τ
τ

−= + ， ( ) ( )2 0
21 1 ei Tq B T ccω τ
τ

−= + 式中 A 、 B 是关于 1T 的未知

函数， cc 代表其前面各项的共轭，后不赘述。将上述变换带入 1ε 中可得： 
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其中：  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 4 22 2 2 2
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( ) ( )55
30 1 21 1 nK A r r k= − − − ， ( )41 2 21K r iB gω= −  

4. 振动方程的平衡解及其稳定性 

根据某型飞机的参数[10]： 1 16735 kgm = ， 1 2400000 N sk = ， 1 10000 N s m= ⋅c 。 2 3145 kgm = ，

2 4800000 N sk = ， 2 12000 N s m= ⋅c 。可得 1 9.67 d s32 raω = ， 2 48.36 d s52 raω = ， 2 15ω ω≈ 。 
主系统和副系统的振动都是由于轨道不平顺或者飞机下降时的动载荷引起的。这里我们主要研究如

何改善主系统的振动状态，根据线性系统的理论，最恶劣的情况应当主系统出现共振，此时外激励频率

1ω ω= ，在这种情况下时研究减振问题有重要的意义。对于弱非线性小阻尼小激励系统，非线性因素使

振幅峰值有微小的偏差，但仍然可以在 1 9.67 d s32 raω = 时研究分析。 
在实际工程应用中，由于制造技术和控制误差的影响使共振比例的控制出现不可避免的偏差，因

此引进解谐失调参数 1 2,σ σ 用以表示减振带的大小，当 2ω 接近 1ω 的 5 倍，将发生 1:5 的内共振。当外

激励频率ω 接近一阶模态频率 1ω 时，有： 1 1ω ω εσ= + ， 2 1 25ω ω εσ= + 。将上式代入方程组(2)并观察方

程组右端，含 1 0ei Tω 和 2 0ei Tω 的项分别使第一和第二个方程的解产生期久项，所以方程得可解条件并化简

的： 
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上述方程组的解可以写成： 
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代入方程组(3)并将上式分离实部虚部，令 1 2 1 2 15 Tφ θ θ σ= − + ， 2 1 1 1Tφ σ θ= − 。同时为了确定对应的稳

态运动的定常解振幅和相位以判断平衡解的稳定性。设： 1 2coss a φ= ， 1 2sind a φ= ， ( )2 1 2cos 5s b φ φ= − ，

( )2 1 2sin 5d b φ φ= − ，得到： 
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当 ε 很小时，主系统和副系统的位移可以表示成如下的形式： 

( ) ( ) ( )1 1 2 11 21 12 22 1 0 1 1 2 0 2 1cos cosx q q q q q q a T T b T Tε ω θ ω θ= + = + + + + ⋅⋅⋅ ≈ + + +             (5a) 

( ) ( ) ( )2 1 1 2 2 1 11 2 21 1 12 2 22 1 1 0 1 1 2 2 0 2 1cos cosx r q r q r q r q r q r q r a T T r b T Tε ω θ ω θ= + = + + + + ⋅⋅⋅ ≈ + + +         (5b) 

为 了 分 析 平 衡 解 的 稳 定 性 ， 对 方 程 组 (4) 进 行 摄 动 分 析 ， 摄 动 方 程 可 以 表 示 为 ：

{ } [ ]{ }T T
1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , ,s d s d J s d s d′ ′ ′ ′ =        ，其中 T 代表转置矩阵， [ ]J 是 Jacobin 矩阵。对应的平衡点的

特征方程可以表示为： 4 3 2
1 2 3 4 0λ µ λ µ λ µ λ µ+ + + + = ，方程中 λ 代表矩阵 [ ]J 的特征值， 1 2 3 4, , ,µ µ µ µ 为

特征方程的系数。依据 Routh-Hurwitz 准则判断方程组的解的稳定性。系统稳定的充分必要条件是： 

( ) 2
1 1 2 3 3 1 2 3 1 4 40, 0, 0, 0µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ> − > − − > >                      (6) 
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5. 非线性系统时滞反馈的控制研究 

确定最佳减振的外激励的频率：由线性系统的结论，研究在共振点附近的非线性系统振幅变化最有

价值。但在弱非线性系统的共振点可能会有微小的变化，所以通过 1εσ 微小的变化使外激励频率集中在

1 9.67 d s32 raω = 附近变化研究。为了分析时滞反馈对系统减振的作用，选择非线性刚度系数
51000 N mnk = ，外激励振幅 100 0 N00=f ，时滞反馈系数 500 N s m0= − ⋅g 。由方程组(4)得到 a τ− 和

b τ− 变化图，如图 2~7 所示。系统的稳定性由方程(6)确定。 
 

 
Figure 2. 1 1ω ω εσ= −  
图 2. 1 1ω ω εσ= −  

 

 
Figure 3. 1 1ω ω εσ= −  
图 3. 1 1ω ω εσ= −  

 

 
Figure 4. 1ω ω=  
图 4. 1ω ω=  
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Figure 5. 1ω ω=  
图 5. 1ω ω=  

 

 
Figure 6. 1 1ω ω εσ= +  
图 6. 1 1ω ω εσ= +  

 

 
Figure 7. 1 1ω ω εσ= +  
图 7. 1 1ω ω εσ= +  
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通过上面的稳定性判定，上述所示图的系统在τ 值范围内系统都是稳定的。 
上述 6 张图，其中图 2，图 4，图 6 的纵轴表示振幅 2 2

1 1a s d= + ，横轴表示时滞量τ ，可以看出随

时滞量τ 的变化 a 的值呈周期性波浪形变化。图 3、图 5、图 7 的纵轴表示振幅 2 2
2 2b s d= + ，横轴表示

时滞量τ ，可以看出随时滞量τ 的变化b 的值呈周期性类波浪形变化。与此同时，图 2 和图 3 的外激励

频率为 1 1ω ω εσ= − ，图 4 和图 5 的外激励频率为 1ω ω= ，图 6 和图 7 的外激励频率为 1 1ω ω εσ= + ，这里

选取 1 0.2 rad sεσ = 。通过上述三组可以发现在 1ω ω= 时振幅 a 的波动最大，在 1ω ω= 中振幅 b 的波动也最

大。从而得到最佳减振频率 1 9.67 d s32 raω = 。 
由于 b 的值相对与 a 的值过小，再结合方程组(5)，可得到主系统的振幅基本上等于 a ，副系统的振

幅大约等于 1r a，b 的变化不足以影响主系统的振幅(对副系统影响也比较微小)，所以对研究主系统(或副

系统)振幅可以忽略振幅b 的变化而只研究振幅 a 的变化情况。(同样得到最佳减振频率 1 9.67 d s32 raω = )。 
确定最佳时滞反馈增益系数 g 和相应的时滞量τ ：由于时滞项是对系统来说是小参数量，所以在小

参数理论允许的范围内改变时滞反馈增益系数 g 和时滞量τ 不足引起主系统(副系统)振动幅值的突变，结

合上文，从而也不会引起b 接近或超过 a 的高值突变。所以只需研究 a  (即主系统振幅)的变化来确定最佳

时滞项中的 g 和τ 。故选择 51000 N mnk = ， 100 0 N00=f ， 1 9.67 d s32 raω = 得到 a τ− 图 8 和图 9 如下。 
 

 
Figure 8. 810 N s m0= − ⋅g  
图 8. 810 N s m0= − ⋅g  

 

 
Figure 9. 810 N s m0> − ⋅g  
图 9. 810 N s m0> − ⋅g  
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通过上面的稳定性判定，上述所示图 8 的系统在 值范围内系统是稳定的。 
随着反馈增益系数 g 的绝对值不断增大，振幅 a τ− 响应曲线的“最大减振点”减小(图 8，
810 N s m0= − ⋅g )，这表明非线性系统中时滞项的控制吸振能力增强。然而，继续增大反馈增益系数，

振幅 a τ− 响应曲线的开始不稳定(图 9， 810 N s m0> − ⋅g ，考虑到实际加工的误差和应有足够稳定的范

围，故精确到百位)，这说明，时滞项在可接受的稳定范围内存在一个最佳反馈增益系数，使得主系统的

减振效果可以达到最好。通过图 4、图 8 和图 9 的对比观察和多次计算，时滞项的最佳反馈增益系数为

810 N s m0≈ − ⋅g 。 
在图 8 中，我们可以观察到，随着时滞的增大，振幅 a 的值逐步减小，当时滞量 0.32 s≈τ 时，振幅

达到一个极小值。进一步增加时滞量，振幅 a 的值又开始增加，当时滞量 0.68 s≈τ 时，振幅达到一个极

大值。这表明，对某一反馈增益系数存在一个“最大减振点”，对应该反馈增益系数下振幅 a 的最小值，

此时主系统的减振效果达到最好。 
最后，为了与无时滞项的被动系统的振动进行对比，同时也为了验证上述理论预测的正确性，我们

取 100 0 N00=f ， 51000 N mnk = 和 s m0 Ng = ⋅ 得到无时滞项的被动系统的振动图 10 和图 11。 
 

 
Figure 10. s m0 Ng = ⋅  
图 10. s m0 Ng = ⋅  

 

 
Figure 11. s m0 Ng = ⋅  
图 11. s m0 Ng = ⋅  
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通过上面的稳定性判定，在上述所示图的系统都是稳定的。 
从图 10 中可以看到振幅 a 也是在 1 0 rad sεσ = 时达到最大值且 0.6296 m≈a ，同时相对与 a ，b 的值

依然很小。对比图 8 再结合方程组(5)可以发现：当选取合适的时滞量τ  (这里 0.32 s≈τ )主系统即飞机机

体会出现最小的振动幅值，振动幅值比被动非线性系统振幅约小 0.3026 m 这表明时滞控制对飞机机体的

振动有抑制优化作用，与非线性被动系统相比优化幅度约为 48%。相反的，当选取不合适的时滞量τ  
( 0.68 s≈τ )飞机机体的振幅相比被动系统的振幅约大 3.8463 m，表明时滞控制对机体的振动有加强恶化

的作用。 

6. 结论 

本文将飞机起落架起落系统(机体和起落架)建立二自由度非线性系统模型，并利用时滞反馈主动控制

对系统进行减振，其中以飞机机体减振为主。结合实际参数利用多尺度法分析求解验证，主要得到以下

结论： 
1) 当反馈增益系数为某一定值时，在稳定范围内存在某些时滞量区间，时滞反馈控制可以对机体进

行减振。并且存在一个“最大减振点”的时滞量，可以将机体的振动减到这一反馈增益系数下的最小。 
2) 不同的反馈增益系数，其“最大减振点”对应机体的振幅也不同。当反馈增益系数在系统稳定的

范围内改变时，可以找到一个最佳的反馈增益系数和对应的最佳时滞量，将机体的振动减到最小。 
3) 在最佳时滞项下，与无时滞项的非线性被动系统相比，飞机机体的减振幅度约达 48%，这说明时

滞反馈控制对机体减振的有效性。 
4) 本文中时滞项中的反馈增益系数和时滞量都是定值，不能随时间和外激励的情况而变化，而且当

反馈增益系数和时滞量不断增大时，系统会越来越不稳定。同时，在系统稳定的区域内也存在某些区间

会使机体振动变得更加剧烈。所以，时滞反馈控制具有一定的局限性。 
5) 本文的参数是基于小参数法思想，得到的解只是近似的解析解，故计算结果与实际结果会存在一

定的误差。 
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