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Abstract 
In the existing single variable Laguerre integral stochastic finite element method, based on Laguerre 
integral multivariate stochastic finite element formula, the author proposed variable Lagurre in- 
tegral stochastic finite element method (LISFEM). By using APDL of ANSYS, LISFEM was embedded 
into ANSYS, and corresponding calculation program module was generated, then using the post- 
processing program of ANSYS, the mean and variance of the whole node’s stress and deformation 
was realized by the cloud image displaying. Finally, took the turbine blade of the two loop as an 
example, chose different Laguerre integral point number and calculated, then compared with the 
analytical solution, the calculation results showed that the efficiency of calculating was high, and 
the less integral point could get high accuracy, so as to test the correctness of this method. 
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摘  要 

本文在已有的单变量Laguerre积分随机有限元方法的基础上，建立基于Laguerre积分的多变量随机有限

元公式，提出了多变量Lagurre积分随机有限元方法(LISFEM)。利用ANSYS的APDL语言二次开发功能，

将LISFEM嵌入到ANSYS软件当中，生成相应的计算程序模块，并利用ANSYS的后处理程序，实现随机结

构的全节点应力和变形的均值和方差的云图显示。最后，以二回路中汽轮机叶片为例，选择不同的

Laguerre积分点数目进行计算，并与解析解进行对比研究，计算结果表明该方法计算效率高，并且采用

较少的积分点就能获得较高的计算精度，从而检验了该方法的正确性。 
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1. 引言 

汽轮机叶片是汽轮机组的核心部件之一，叶片的寿命很大程度上影响着汽轮机的寿命。在实际运行

过程中，汽轮机叶片的材料物性参数和转子所处的载荷环境，都具有一定程度的随机性。由于随机性的

客观存在，对叶片的力学响应特性产生一定的影响。因此，本文将基于多变量 Laguerre 积分随机有限元

方法对汽轮机叶片的随机响应特性进行研究，其对工程应用有着重要的理论价值和指导意义。 
目前，研究不确定性结构的常用方法可分为两类：一类是统计的方法[1]-[3]，就是通过大量的随机抽

样，对结构反复进行有限元计算，最后对得到的结果作统计分析，这类方法称为 Monte-Carlo 随机有限元

法，但该方法需要反复进行大量的模拟计算，针对大型复杂结构，并不适用。另一类方法[4]-[8]就是以数

学、力学分析作为工具，找出结构系统的响应与输入信号之间的关系，并据此得到结构应力或位移的统

计规律，这类方法有：摄动随机有限元法、Neumann 随机有限元法等。这类方法在大型复杂结构中的应

用也非常有限。 
本文考虑汽轮机叶片材料参数和载荷参数的随机性，设置了四种随机输入状态，利用多变量 Laguerre

积分随机有限元方法计算出了各输入状态下汽轮机叶片的最大应力和变形的均值和方差，同时与解析解

作对比，通过误差分析，验证了多变量 Laguerre 积分随机有限元方法的正确性，并且通过编制程序实现

了等直叶片的全节点应力和变形均值和方差计算。 

2. 多变量 Laguerre 积分随机有限元方法 

在实际的随机结构中，一般都存在多个随机变量，在多个随机变量等因素影响下，结构的随机分析

有较大的难度。因此，多随机变量的结构分析，尤其是针对复杂结构的随机分析是当前随机有限元领域

中一个重要而且困难的问题。 
设 X 为 n 维随机向量， { }1 2, , , nX x x x=  ，其均值 { }1 2, , , nX x x x=  ，令 { }1 2, , , , ,i i nX x x x x=   ，

即 iX 中除了 ix 外，其余的随机变量为其均值。其中，响应 ( )Y Xφ= 的统计量如下方法获得。 
取Y 的近似表达式为 

( )
1

n

i
i

Y Y Y Y
=

′ = − +∑                                     (1) 

式中： ( )i iY Xφ= ； ( )Y Xφ= 。则Y 的统计量可由其近似量Y ′导出。 
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其中 iµ 、 2
iσ 是分别按照单变量 Laguerre 积分随机有限元列式[9] [10]来计算。 

3. 积分随机有限元方法嵌入 ANSYS 

ANSYS 具有很好的二次开发功能，主要的二次开发工具有四种，分别是 APDL 语言、UIDL 界面设

计工具、UPFs 用户程序和数据接口。利用 APDL 语言编写积分随机有限元方法的用户程序，只需开发 2
个程序模块就可实现随机有限元分析的全过程。下面介绍各个模块的功能。 

模块一：计算分析模块，首先定义随机变量，输入计算所要求的积分点数目，并读入各个积分点数

值及相应的权重，然后反复调用确定性有限元进行求解，循环次数即为积分点数目，最后把所有节点的

求解结果保存到一个 m×n 的矩阵当中，m 为分析对象的节点总数，n 为积分点数目。 
模块二：结果分析模块，根据求解结果矩阵，利用上节所给出的积分方程计算出结构响应随机变量

在所有节点的各阶中心矩、偏度系数和峰度系数，最后通过 ANSYS 后处理模块显示结果。 

4. 汽轮机叶片的随机响应分析 

以等直叶片为研究对象，其中，叶片的数据如下：长度 0.328 mL = ，截面形状为矩形，宽度 0.028 mb = ，

安装角为 0，轮盘半径 0.15 mR = ，弹性模量均值为 11 22.17 10 N mEµ = × ，变异系数 0.1ECOV = ，密度

均值为 4 30.785 10 kg mρµ = × ，变异系数为 0.1COVρ = ，离心力载荷，叶片绕 x 轴旋转，转速均值

3000 rpmµΩ = ，变异系数 0.01COVΩ = 。等直叶片的模型如图 1 所示，具体参数如表 1 所示。 
设定等直叶片的弹性模量 E 、密度 ρ 和角速度ω 为随机输入变量，等直叶片的最大应力和变形为随

机输出变量。采用间隔取值，通过等概率变化式，分别对积分点数目为 2、6、10 时 Laguerre 积分点及相

应的权重进行变换计算，其中，变换后的密度 ρ 的积分点和相应权重如表 2 所示。 
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Figure 1. Straight blade model 
图 1. 等直叶片模型 

 
Table 1. Variable parameter 
表 1. 变量参数 

 均值 均方差 变异系数 分布类型 

弹性模量 E  2.17 × 1011 pa  2.17×1010 pa  0.1 正态 

密度 ρ  7850 kg/m3 785 kg/m3 0.1 正态 

角速度ω  314 rad/s 3.14 rad/s 0.01 正态 

 
Table 2. Integral point and weight after density transformed 
表 2. 密度变换后的积分点及权重 

n  ix′  iλ  n  ix′  iλ  

2 
7738.1 1.533326 

10 

7885.1 0.831902 

9294.2 4.450957 8618.1 1.330289 

6 

7188.7 0.573536 9289.7 1.863064 

8251.4 1.369253 9940.1 2.450256 

9140.1 2.260685 10590 3.122764 

9998.2 3.350525 11255 3.934153 

10892 4.886827 11955 4.992415 

11912 7.849016 12718 6.572202 

10 6961 0.354010 13617 9.784696 

 
在随机输入变量分别为弹性模量 E 、密度 ρ 、角速度ω 和三个变量同时作用四种随机输入情况下，

根据上节所推导的积分随机有限元计算公式，分别计算当积分点数目为 2、6、10 时等直叶片的应力和变

形响应的均值和方差，并利用 ANSYS 的二次开发语言—APDL 进行编程，将积分随机有限元方法嵌入

ANSYS 软件当中，最后用 ANSYS 的后处理显示计算结果。 
为了节约篇幅并且方便观察，在此只列出积分点数目为 10 时，随机输入变量为密度 ρ 的情况下等直

叶片的应力和变形的均值和方差分布云图，分别如图 2~5 所示。 
表 3 列出了积分点数目为 10 时，四种随机输入情况下等直叶片的最大应力和变形均值，并与解析解

作对比，表 4 列出了积分点数目为 10 时，四种随机输入情况下等直叶片的最大应力和变形方差，同时也

与解析解作对比，通过误差分析，验证了 Laguerre 积分随机有限元方法的正确性，并且通过编制程序实 
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Figure 2. The mean deformation’s image of the straight blade             
图 2. 等直叶片的变形均值云图                                    

 

 
Figure 3. The variance of deformation’s image of the straight blade 
图 3. 等直叶片变形方差云图 

 

 
Figure 4. The mean stress’s image of the straight blade 
图 4. 等直叶片的应力均值云图 
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Figure 5. The variance of stress’s image of the straight blade 
图 5. 等直叶片的应力方差云图 

 
Table 3. The mean of the maximum stress and deformation 
表 3. 最大应力和变形的均值 

随机变量 
最大应力均值 (pa)  最大变形均值 (m)  

本文解 解析解 误差% 本文解 解析解 误差% 

弹性模量 E  7.90 × 107 7.97 × 107 0.88 7.18 × 10−5 7.07 × 10−5 1.53 

密度 ρ  8.02 × 107 7.97 × 107 0.62 7.21 × 10−5 7.07 × 10−5 1.94 

角速度ω  8.01 × 107 7.97 × 107 0.5 7.20 × 10−5 7.07 × 10−5 1.81 

同时作用 7.93 × 107 7.97 × 107 0.5 7.20 × 10−5 7.07 × 10−5 1.81 

 
Table 4. The variance of the maximum stress and deformation 
表 4. 最大应力和变形的方差 

随机变量 
最大应力方差 (pa)  最大变形方差 (m)  

本文解 解析解 误差% 本文解 解析解 误差% 

弹性模量 E  6.645 0 / 6.63 × 10−6 7.1 × 10−6 6.62 

密度 ρ  7.55 × 106 7.97 × 106 5.27 6.79 × 10−6 7.1 × 10−6 4.37 

角速度ω  1.51 × 106 1.59 × 106 5.03 1.36 × 10−6 1.4 × 10−6 2.86 

同时作用 7.73 × 106 8.13 × 106 4.92 0.955 × 10−5 1.01 × 10−5 5.45 

 
现了等直叶片的全节点应力和变形均值和方差计算。 

5. 结论 

本文针对二回路汽轮机叶片的随机响应特性分析问题，引入了积分随机有限元方法，该方法的优点

是它不仅能利用 ANSYS 有限元计算通用程序，并且能通过较少的积分点达到较高的计算精度。然后，

利用 ANSYS 的 APDL 语言二次开发功能，将 LISFEM 嵌入到 ANSYS 软件当中，生成相应的计算程序

模块，并利用 ANSYS 的后处理程序，实现汽轮机叶片全节点应力和变形的均值、方差和各阶中心矩的

云图显示。进而为随机结构的随机响应特性研究提供了新的途径。 
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