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Abstract: In recent years, image denoising and segmentation model based on energy functional received widely atten- 
tion. Max-flow method is one of the most powerful tools to solve this kind of model. Discrete and continuous max-flow 
methods are introduced, they both include the basic steps in which energy functional minimization problem transformed 
to max-flow problem, and the solutions of the corresponding max-flow problem are also reviewed. In addition, the de- 
velopment of max-flow method are also discussed. 
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摘  要：近年来，基于能量泛函的图像去噪和分割模型得到广泛的关注，解决这类模型的有力工具之一是最大

流方法。本文分别介绍离散的和连续的最大流方法，包括能量泛函最小化问题转化为最大流问题的基本步骤，

以及相应最大流问题的求解方法，并展望最大流方法的发展前景。 
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1. 引言 

最大流方法是基于图论的一种全局最优方法，该

方法应用于图像去噪或分割问题的主要思路[1]是：将

图像映射为加权图，把图像像素看作图的顶点，邻接

像素之间的关系看作图的边，邻接像素之间的相似性

看作边的权值，根据边的权值设计能量函数，通过最

小化能量函数完成对图的分割，从而实现图像的去噪

或分割。该方法的优点在于：1) 图论是一门研究比较

早而且已经发展成熟的学科，具有较好的数学基础；

2) 图像和图之间非常类似，在图像映射为图之后，可 

利用图论中的各种理论和数学工具进行分析和处理。

3) 最大流方法能够求解非凸模型的全局最优解，克服

多数方法只能找到逼近解的缺点。 

最大流方法解决图像去噪或分割中能量泛函最

小化模型的一般框架[2]：1) 根据能量最小化模型构造

能量函数，从而将原问题转化为能量函数最小化问

题；2) 根据图像构造图，使能量与图论中图的割相对

应，从而将能量最小化问题转化为图论中图的最小割

问题；3) 根据最大流与最小割之间的等价关系(这种

等价关系又称为最大流/最小割原理)，将图的最小割
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问题转化为最大流问题；4) 通过求解最大流问题，求

得图的最小割，从而获得图像去噪或分割问题的解。 

最大流方法有多种分类方法，包括连续性和离散

性方法、确定性和随机性方法、全局和局部方法等。

本文分别介绍离散的最大流方法与连续的最大流方

法的步骤及其主要应用的模型，并对其特点进行分

析。 

2. 离散的最大流方法 

Greig 等于 20 世纪 80 年代末首次将最大流理论

应用于图像处理领域[3]，同时他最早提出使用组合优

化理论中的最小割/最大流算法来最小化计算机视觉

中的能量函数。20 世纪 90 年代末 Boykov 等[4]将该理

论应用到图像分割领域，提出了基于图割的交互式图

像分割方法。Gurholt 等在[5]中，在基于 Mumford-shah

模型进行图像分割时采用水平集图割最小化方法。与

传统求解欧拉–拉格朗日方程的方法相比，这种方法

的优势在于不需要求解任何偏微分方程，而仅仅需要

在一个特别设定的图中计算出最小割。算法对于初值

非常稳定并且几乎是无参数的，能够快速地解决像素

点较多的分割问题。Bae 等人在[6]中用能量最小化的

图割方法，这种方法仅仅是将去噪问题转化为一系列

简单的图表示问题，其与能量函数的梯度流相联系，

并且收敛于一个最小点。这种方法能够保持平滑的视

觉效果且能够保存图像中的尖锐特征。 

2.1. 基于能量泛函的图像去噪模型 

图像去噪的一般模型为 

 
 2

du f x
 

 

u 0

1
min

2u BV
Du

 
         (1) 

其中 表示理想图像，f 表示观测图像，  ，  BV 

为 Banach 空间。其中的范数定义如下： 

 : dx Du  

 : 0,M  

  du s

u u
  

函数 J 称为是离散的全变分，如果对于任意的非

负凸函数 满足离散的共面积公式： J

 J u J X s


              (2) 

其中 M 表示 M 维向量空间， s 是积分变量。 
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X 表示向量，且满足： 

X u s

X u s





  



 
 

M定理 1 若 J 是一个离散的全变分及 f  ，假

设 Mu

 

是 

21
min

2Mu
J u u f


 



0

            (3) 

 s s E u 和的唯一解。则对于 s ，超水平集

 sE u s

 
   

0,1 1

min
M

M

i i
i

的特征函数分别是 

J s f


  
 

            (4) 

的最大解与最小解。 

由定理 1 知，求解问题(1)等价于求解问题(4)。 

2.2. 图的构造及割集容量 

 J如果(4)式中的  仅仅具有两两的相互作用，

(4)式为 Pichard 等在[7]中提出的二元伊辛能量，一般

形式为 

,
,

i j i j i i
i j i

                  (5) 

 , 0, , 0,1i j i i    

i i

。 其中

这个模型能够在图上表示且可以由最大流算法

进行最小化。首先令 s f  

,

,

, ,

0, ,

i j

i j

i j

i j

 








相邻

不相邻

，及 

 

 ,G V  如下： 构造有向权图

1) 点集合     1, , S T   SV M ，结点 和T

分为“源”和“汇”。 

 ,S i ， ,i T  ,i j 1 ,i j M和 ，其中2) 有向边   。

它们的容量分别设为： 

 
 
  ,

, , 1, ,

, , 1, ,

, , 1 ,

i

i

i j

c S i i M

c i T i M

c i j i j M









  
  
   


           (6) 

 max 0,i i其中    max 0,i i，    i i i，    。 

3) 边集合  表示具有非零容量的边集。 

在图上定义一个“割”将 分成两个集合 D 和 E，

并且 S D 和T E ， ,D E 为割集。割集容量指满

足始点在源边，终点在汇边的所有边的容量之和： 
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 C D E  
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,
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 


 

  

然后，若令  0,1
M  是  1, ,  的

 ,
1

1
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 

S M 特征函数，则

最小割问题为： 
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, ,i j j i

 

如果  ，上式与(5)式仅仅相差一个常数。 

基于上述分析，图像去噪问题(1)可转化为问题

(5)，而求解问题(5)等价于求解最小割问题(7)，由最

大流算法可以对最小割问题进行求解，进而得到图像

去噪问题的解。 

2.3. 离散的最大流算法 

离散的最大流算法主要包括两大类[8]：推进重标

记算法和增广路径算法。 

推进重标记算法[9,10]沿着非饱和边给一个到汇的

距离的低界估计。然后，面向具有到汇最小估计距离

的顶点来推进剩余的流。随着推进操作，边逐渐饱和，

距离逐渐增加。该算法易于并行实现，通常采用 GPU

加速实现来提高效率。 

Ford 和 Fulkerson 的标号算法是基于增广路径的

方法[11]，通过标号不断生长一棵树，直到找不到关于

可行流的增广路径为止。这种算法的计算复杂性和网

络的节点数或边数无关，而与边上的权值有关。为了

避免求最大流时计算复杂度依赖于边的权值大小的

缺点，Dinic 设计了一种分层算法[12]。为了进一步提

高最大流算法的效率，Boykov 等提出了基于增广路径

的新算法[13]，该算法在图像去噪和分割的应用非常广

泛。其核心是建立两棵搜索树 S 和 T，S 以源点 s 为

根，T 以汇点 t 为根。树 S 中所有父结点到子结点的

边都是不饱和的。树 S 中的结点分为主动结点和被动

结点，主动结点可以通过从树 T 获得新的后代来使得

搜索树“生长”，被动结点不能生长。算法重复以下

三个阶段： 1) 生长阶段：搜索树 S、T 生长，直到找

到汇点；2) 扩展阶段：扩展路径，搜索树变成森林；

3) 收养阶段：收养孤立结点，恢复搜索树。 

离散的最大流方法的一个缺点是存在网格偏倚。

两两的相互作用位势比其他方法惩罚的空间方向多，

这会在最终的结果中产生不需要的视觉效应，这种情

况通常被称为度量误差。而减少这样的视觉效应会导

致额外的存储和计算负担[14]。另一个缺点是离散的最

大流算法一般不能并行执行。 

3. 连续的最大流方法 

3.1. 连续的最大流方法的应用与发展 

近些年来，连续的图割由于其度量误差小，而且

可以并行执行的优点受到了广泛的关注。其中 G. 

strang 在[15,16]最先在连续的区域中研究了最大流/最

小割相关的优化问题。其中在[15]中研究了在平面域

 ,x 里由向量场 y 来描述的网络流。其中的容量

约束条件类似于离散的网络流中的容量约束条件，为

 ,c x y  n f  ，并且源和汇在边界上满足 

div =

，

在内部满足 F  ，G. Strang 在其中证明了最大

的  (最大流)是由最小割决定的。离散的情况下对偶

问题的求解结果，是由最小割的特征函数得出的 0~1

解。在[16]中连续问题的求解依赖于有界变分函数的

共面积公式。G. Strang 在[16]中研究了在容量约束

 1 2, x,yv v c

 v ,V tF x y

S

下，连续的最大流问题可以通过找到 t

的最大值，使得 di 成立。其对偶问题可

以通过找到最小割  来求解，进一步得到原始问题的

解。目前这种模型已经在医学图像中有很广泛的应

用，但是在连续的最大流下的显流线，以及类似于有

向图的约束条件都需要进一步的研究。 

Appleton 等在[17,18]提出了用一种连续的最小曲

面方法来分割 维和 3 维物体，并且用 PDE(Partial 

Differential Equation，简称偏微分方程)对它进行求解，

其具体模型构造如下： 

2

P

t


F 


                (8) 

F
P

t


 


                 (9) 

约束条件为 

F g                  (10) 

其中 g 是流 F 的容量上限。(9)式通过标量场 P 的梯度

导出了流 F，并且(8)式和(9)式构成了一个简单的波动

方程系统。它们可以看作是描述具有压强 P 和速度 F

的理想流体动力学的 Navier-Stokes 方程线性化形式。
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(10)式是对流速 F 大小的约束。这种方法已经成功地

运用到了医学图像的分割以及立体图像对的 3 维重

构，并且 维中的结果与现有的平面最小曲面算法结

果一致，在 3维图像分割和重构中的结果展示了这种

新的方法不存在网格偏倚。 

2

 

  

1 dx f x x

Chan在[19]中提出了一种用凸方法来对连续的图

像区域进行分割的方法，主要是在求解连续的最小割

问题时： 

   
  

   
0,1

2

min 1

d

x

x f x x











 



 TV x  

   0,1x 

 

将分拆函数 的二值约束松弛为凸集 

   0,1x  。 

Chan 证明出通过简单地设定阈值    0,1x 

2R

会

产生一系列的全局二值最优解，即产生本原非凸分块

问题的全局最优二值解的集合。这种模型一般被看做

是没有先验监督的连续最小割模型。 

Chan 的模型在[20-22]中被扩展到超过两个区域，

在其中提出了在连续的情况下多向割的方法并且应

用于多重标号问题。其中 Bae 等在[20]中求解基于连

续的 Potts 模型条件的多重标号问题时，首先提出了

一种新的对偶模型，然后构造了一种基于对偶性的方

法，并且证明新的对偶模型的最优解等价于原始非凸

Potts 模型的最优解。对于处理不平滑的对偶问题，采

取的是基于对数函数的平滑方法。其算法在处理多重

标号问题时，效率相对较高。Lellmann 等在[21]中证

明多级标号这种组合问题可以通过凸优化方法解决，

并提出一种新的基于多维全变分公式的泛函，其优化

过程是通过 Douglas-Rachford 分裂在算子分裂框架中

实现的。这种方法可以用于解决 ROF 类型子问题且

具有较高的效率，并且这种方法在应用到单一和多波

段图像时效果显著。T. Pock 等在[22]在计算最小分块

问题时用一种凸松弛方法将 Potts 模型改写为与之等

价的原始对偶全变分泛函，基于此提出了一种有效的

原始对偶投影梯度算法，其算法可以实现并行执行。

这种凸松弛方法在现有的松弛方法中优势明显，并且

在一些多重标号图像分割和立体问题中效果显著。但

是存在的缺点是这种方法不能保证得到 Potts 模型的

全局最优解。 

3.2. 连续的最大流图像分割模型 

Yuan 在[23]中提出了连续的最大流方法，基本思

想是先通过建立连续的最大流模型，并证明它是连续

的最小割问题的对偶问题，然后通过求解连续的最大

流问题，得到对应的连续的最小割的解。具体过程如

下： 

令 

x

为闭区域，s，t 分别表示源点和汇点。

   p x，设经过点 x 的空间流为 ；从 s 到 x 的

有向源流为  sp x ；从 x 到 t 的有向汇流为  tp x

 
, ,

max d
s t

s
p p p

p x x



。则

连续的最大流模型为 

              (12) 

           
     

. , , ,

div 0

s s t t

s t

s t p x C x p x C x p x C x

p x p x p x

  

  
 

 x对上述模型中的等式约束引入乘子函数

 

，连

续的最大流模型可以转化为与它等价的原始对偶模

型： 

        

   
, ,

max min 1

+ div p d

s t
s t

xp p p
x p x x p x

x x x


 




 

   (13) 

           . , ,s s t ts t p x C x p x C x p x C x    

由最大最小定理， 对原始对偶问题的对偶变量

 x 进行优化等价于对连续最大流模型(12)式进行

优化。同样地，对原始对偶模型(13)式中的流变量

   ,s sp x p x 和  p x

   
 

进行优化产生与它等价的对偶

模型： 

        

   
0,1

min 1

d

s t
x

x C x x C x

C x x x


 




 

 



 

    (14) 

x可以证明，由(14)式的最优解  可得原始非凸分

割问题的全局二值解。 

3.3. 连续的最大流图像分割模型算法 

 0 0 0, ,s tp p  ，令 ； 0k 第一步：选取初值

第二步：通过求解 

 
 1 arg max , , ,k k k k

c s t
p C x

p L p p p 


：

   
 1 1arg max , , ,

s s

k k k k
s c s t

p x C x
p L p p p

      (15a) 

 


：      (15b) 
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 1 1, , ,k k k
s tp p p

   
1 arg max

t t

k
t c

p x C x
p L 


：  

 1 1 1k k
s tp p   

     (15c) [3] D. Greig, B. Porteous and A. Ssheult. Exact maximum a poste- 
riori estimation for binary images. Journal of the Royal Statisti- 
cal Society, Series B, 1989, 51(2): 271-279. 

[4] Y. Bovkov, M. P. Jolly. Interactive organ segmentation using 
graph cuts. Proceeding of the 3rd International Conference on 
Medical Image Computing and Computer-Assisted Intervention, 
Pittsburgh: Springer, 2000: 276-286. 

1 divk k kc p           (15d) 

第三步：若

1

1

k k

k

 
=kerr 








 ，则终止算法， [5] T. P. Gurholt, X.-C. Tai. 3D multiphase piecewise constant level 

set method based on graph cut minimization. Numerical Mathe- 
matics: Theory, Methods and Applications, 2009, 2: 403-420. 

得出解  。否则令 ，返回执行第二步。 1k k  [6] E. Bae, J. Shi and X.-C. Tai. Graph cuts for curvature based image 
denoising. IEEE Transactions on Image Processing, 2009: 1-30.  

连续的最大流可以克服网格偏倚的缺点，并且可

以去除或减少不需要的视觉效应。 
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