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Abstract: Compressive sensing, a novel signal acquisition method, is a joint sensing-compression process which re-
quires a small number of measurements to reconstruct signal. Measurement matrix, a very important part in compres-
sive sensing, directly affects the adaptive sparsity, the required number of measurements and the reconstruct perform-
ance of the signal. In order to decrease the mutual coherence between the measurement matrix and sparse transformed 
matrix and improve the quality of reconstruction, this paper addresses the joint optimization between measurement ma-
trix and sparse dictionary based on the KSVD-ETF. While optimizing the measurement matrix by ETF, we use the 
KSVD method to update the dictionary. The PSNR of the reconstructed signal is improved with the optimized meas-
urement matrix from the experimental results, indicating that this method of optimizing the measurement matrix has 
certain advantages in the effect of reconstruction.  
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摘  要：压缩感知将数据的采样和压缩同时处理，仅需少量测量就能重建信号。测量矩阵直接影响着信号适应

的稀疏度范围和重建效果。为了减小测量矩阵与稀疏变换矩阵的互相干性，提出一种基于 KSVD-ETF 的测量矩

阵和稀疏表达字典联合优化的方法，在对测量矩阵进行 ETF 优化的同时利用 KSVD 方法更新优化表达字典，实

验结果中利用该方法优化矩阵所得重建信号 PSNR 有所提高，表明优化测量矩阵的方法在重建效果方面有一定

的优势。 
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1. 引言 

压缩感知是信号处理领域中的一个新颖理论[1]，

它的核心步骤是在数据采样的同时对数据压缩，充分 

利用了信号的稀疏性或者可压缩性，为突破传统的信

号处理方法提供了新的方向。压缩感知理论指出，只

要信号在某个变换域是稀疏的或者是可压缩的，那么 
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就可以用一个跟变换基不相关的测量矩阵将变换所

得到高维信号投影到一个低维空间上，然后通过求解

一个非线性的优化问题就可以从这些少量的投影中

以高概率恢复出原信号[2]。该理论突破了传统的奈奎

斯特采样原理需要至少两倍信号带宽的限制，克服了

采样数据量巨大，传感元、采样时间以及数据存储空

间等物理资源浪费严重的问题，理论一经提出便得到

众多学者的高度关注。 
测量向量获取和信号重建是压缩感知的核心步

骤，而测量矩阵直接影响着信号适应的稀疏度范围和

重建信号所需测量数目以及重建效果[3]，因此测量矩

阵的选取在压缩感知中起着关键作用，所以研究如何

构造性能更好的测量矩阵，或如何优化现有测量矩阵

的性能具有重要的意义。目前应用的测量矩阵主要有

两种，一种是随机测量矩阵，如高斯矩阵、贝努利矩

阵，亚高斯矩阵等；另一种是确定性测量矩阵，如部

分啥达玛矩阵、托普利兹矩阵、多项式矩阵等[4]。近

来研究表明，通过减小测量矩阵与稀疏变换矩阵的互

相干系数可以提高压缩感知的整体性能，互相干系数

影响着信号适应的稀疏度范围和重建信号所需测量

数目以及重建效果：互相干系数越小，信号适应的稀

疏度范围越大，重建信号需要的测量值的数目越少，

信号的重建效果也越好[5]。此类方法首先通过测量矩

阵和稀疏变换矩阵的乘积，构造其对应的 Gram 矩阵，

该矩阵非对角线元素即是测量矩阵和稀疏变换矩阵

的互相关系数，然后通过研究 Gram 矩阵的特性改善

测量矩阵的性能[6]。Elad 通过阈值法来减小 Gram 矩

阵非对角线元素，进而减少测量矩阵和稀疏变换矩阵

的相关性[7]；Vahid Abolghasemi 采用梯度下降迭代法

来使得 Gram 矩阵接近于单位阵[8]；文献[9]则是通过

ETF(等角紧框架)来逐步更新 Gram 矩阵，让 Gram 矩

阵的非对角线元素都等于矩阵的最大的互相干系数，

以获得较好的性能。上述方法都是在减小 Gram 矩阵

非对角线元素，进而得到优化的测量矩阵。本文从另

一角度出发，在对测量矩阵进行优化的同时采用

KSVD 方法对稀疏变换矩阵也进行优化，即测量矩阵

和表达字典的联合优化，通过仿真结果验证表明，联

合优化可以产生更好的信号重建效果。 

2. 基于 Gram 矩阵的测量矩阵优化 

压缩感知主要包括两个部分：编码(即信号的测量

采样)和解码(即信号重建)，本文的研究重点在信号的

编码部分。压缩感知理论的两个重要前提是稀疏性和

不相干性，稀疏信号在适当的表达基上可以由少量的

非零系数表达出来[10]。 
设 N∈x 是一个时域稀疏信号，如果 x 中只有 s

个非零元素，则 s 称为 x 的稀疏度。压缩感知的测量

过程可表示为 

=Φy x                 (1) 

其中 m∈y 为测量值， [ ]T1
m N

mφ φ ×= ∈Φ   是测

量矩阵，一般有 m N

[11]。假设 x 在时域中不是稀疏

的，但是它可以在另外的基中被稀疏表示。即有 

= Ψx θ                 (2) 

的稀疏表示形式，则 [ ]1
N K

Kψ ψ ×= ∈Ψ  R 称为稀

疏变换矩阵或表达字典， [ ]T1 Nθ θ= θ 是信号 x
在Ψ上的表达系数矢量。为了达到较好的压缩感知效

果，我们寻找与稀疏变换矩阵Ψ相干性很小的测量矩

阵Φ，即使得矩阵 

=ΦΨD                 (3) 

有很小的列向量相干系数，这里 D 称为恢复矩阵[12]。 
Elad 引入了互相干系数概念 ( ) Tmax i ji j

d dµ
≠

 =  D ，

然后构造 D 的 Gram 矩阵 
T=G D D                (4) 

通过优化 Gram 矩阵[13]，使其逼近单位阵 I  
2min F= −G G I            (5) 

来减小 ( )µ D 。 
通过使 Gram 矩阵逼近等角紧框架(ETF)来减小

相干性时，设 NΛ 是一组m N× 的 ETF 对应的 Gram
矩阵集合[14]： 

T: ,N N N
G

i j
ijg µ×

Λ Λ Λ
≠

  = ∈ = = 
  

Λ G R G G    (6) 

使 D 的 Gram 矩阵逼近 ΛG ，即： 
2min FΛ−G G             (7) 

这是一个迭代更新 G 的过程：首先计算出
T

1P− =G D D ，然后将它投影到 NΛ 上得到 PG ，最后

通过 ( )1 11P P Pγ γ+ −= + −G G G 得到更新的Gram矩阵G ，

对G 进行 QR 分解可得到更新的 D [15]。本文则是利用

奇异值分解(SVD)的方法获得 D ，最后测量矩阵可由
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1−=Φ ΨD 得到，经过一系列的迭代运算，就能达到优

化测量矩阵的效果。 

3. 测量矩阵和表达字典的联合优化 

KSVD 方法是一个字典训练算法，若 n K×∈D ，
K∈x ， ny∈ 分别代表字典、训练信号、训练新号

的稀疏表示稀疏向量， { } 1

N
i i

y
=

=Y 为 N 个训练信号的

集合， { } 1

N
i i

x
=

=X 为Y 的解向量集合，则 KSVD 训练

方法的目标方程为： 

0

2

,
min . . , iF s t i sθ− ∀ ≤

D X
Y DX      (8) 

其中 s 为稀疏表示系数中非零分量的数目上限。上式

的求解是一个迭代过程。首先，假设字典 D 是固定的，

用 MP、OMP 或 BP 算法可以得到字典 D 上Y 的稀疏

表示系数矩阵 X ；然后根据系数矩阵 X 找到更好的

字典 D 。 
联合优化的思想是利用基于 KSVD 方法更新表

达字典和基于等角紧框架(ETF)方法更新测量矩阵的

综合，来解决下面的问题： 

{ }2 2

, ,
min . . ,F F s t iα
Ψ Φ Θ

− + − ∀X YΨΘ ΨΦΘ
0i sθ ≤


(9) 

Θ 是 X 在Ψ上的稀疏表示，常量参数 0 1α≤ ≤

用来控制
2

F−ΨΘX 的加权误差。 
(9)可以写成下面的形式 

0

2

, ,
min . . , i

F

s t i s
α α

θ
Ψ Φ Θ

   
− ∀ ≤   

   
ΨΘ

Φ 

X I
Y

  (10) 

若定义
α 

=  
 

X
Z

Y
，

α 
=  
 Φ

I
W ，则上式可写成 

0

2

, ,
min . . ,D Θeq iF

s t i sθ
Ψ Φ Θ

− ∀ ≤


Z
       

(11) 

这里 1
eq eq

eq Kd d = =  Ψ D W 。上式的解可以

通过 ETF 优化测量矩阵和 KSVD 方法获得。具体

算法步骤如下： 

输入：Ψ -字典，Φ -随机矩阵，α -调整元素，

Iter-迭代次数； 
初始化：设 N P×∈X 为任意的训练信号序列； 
循环：设定 0k = ，循环 Iter 此 
(1) 将 X 投影到Φ上 =ΦY X ， 
(2) ETF 优化Φ得到 Φ̂， 

(3) (1)、(2)结果带入(11)式中运用正交匹配算

法(OMP)得到 Θ̂，然后由 KSVD 方法得到 ˆ
eqD  

(4) 利用 ETF 优化后的 Φ̂从 ˆ
eqD 中得到更新字

典 Ψ̂，而在下一轮的迭代中再用 Ψ̂去优化测量矩阵

Φ̂，继续利用 KSVD 方法获得更新的字典 Ψ̂  

(5) 1K k= + ，重复上述过程 

输出：以上算法输出为 IterΦ 和 IterΨ 。 

4. 仿真实验 

我们随机选取 64 5000× 的训练序列 N P×∈X ，通

过 ETF 优化和 KSVD 方法来获得优化的测量矩阵Φ
和更新字典Ψ。实验中选择了随机高斯矩阵和 ETF
优化矩阵方法进行对比仿真。 

文献[12]中提出了基于 Gram 矩阵的 t −平均互相

干性，这样能够更好的描述互相干性的意义。 t −平

均互相干性定义为 Gram 矩阵中所有非对角的值大于

t 的元素和的平均值，如下式： 

{ }
( )
( )

1 , ;

1 , ;

ij ij
i j n i j

t
ij

i j n i j

g t g

g t
µ ≤ ≤ ≠

≤ ≤ ≠

≥ ⋅
=

≥

∑

∑
D       (11) 

选取本文优化的表达字典，我们分别计算三种测

量矩阵的 { }tµ D 如表 1。 
从表中可以看出 KSVD-ETF 优化矩阵的 { }tµ D

值最小，即本文方法可以减小 t −平均互相干性。 
下面我们讨论测量值数目 m 对图像重建结果的

影响。对于给定的 m 值，我们利用正交匹配追踪重建

算法进行重建，计算重建图像的峰值信噪比 PSNR。
实验中，我们设定测量值数目 m 从 20 到 160 变化，

重建图像的峰值信噪比PSNR随测量值数目m的变化

情况如图 1 所示，很明显可以看到采用本文提出的优

化方法后的测量矩进行图像重建可以提高重建信号

的 PSNR，改善重建质量。 
我们也测试了 KSVD-ETF 方法更新的表达字典

和傅里叶正交变换矩阵两个不同表达基的稀疏对比

情况，设定信号稀疏度 s 从 6 到 20 变化，经正交匹配

追踪重建算法进行重建的信号峰值信噪比 PSNR 随信

号稀疏度 s 的变化情况如图 2，可以看出本文方法所

得表达字典具有更好的性能。 

5. 结论 

本文提出一种在压缩感知中优化测量矩阵的算 
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Table 1. Different measurement matrix of t − average mutual 
coherence, 0.8t =  

表 1. 不同测量矩阵的 t − 平均互相干性， 0.8t =  

测量数目 m 
{ }tµ D ， 0.8t =  

KSVD-ET 优化矩阵 ET 优化矩阵 随机高斯矩阵 

10 0.6431 0.7383 0.8024 

15 0.7023 0.8174 0.8491 

20 0.7173 0.8062 0.8589 

25 0.7854 0.8393 0.8805 

 

 

Figure 1. The reconstructed signal PSNR with measured value 
changes in number of M 

图 l. 重建信号的 PSNR 随测量值数目 m 的变化情况 
 

 

Figure 2. The reconstructed signal of PSNR changes with the signal 
sparsity S 

图 2. 重建信号的 PSNR 随信号稀疏度 s 的变化情况 
 

法，在对测量矩阵进行 ETF 优化的同时，利用 KSVD
方法更新优化表达字典，将测量矩阵和表达字典联合

优化。实验结果表明，联合优化方法使得 Gram 矩阵

的 t −平均互相干系数 { }tµ D 明显减小，重建信号峰

值信噪比 PSNR 也有所提高。基于以上讨论，可以证

明采用本文方法优化后的测量矩阵进行可以降低测

量矩阵和稀疏表达字典的相干性，提高压缩感知的性

能和重建质量。 
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