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Abstract 

The hydraulic coupling among cascaded hydropower stations with one reservoir is close, and the back-
water from the downstream reservoir is easy to form a jacking effect on the tailwater level of the up-
stream reservoir, which affects the generation efficiency and planning. Based on the unit of the basic 
dispatching unit, this paper puts forward a short-term optimal scheduling model of cascaded hydropow-
er stations with one reservoir, which takes the effect of backwater into consideration. Through the in-
terval division of the downstream reservoir water level, the three-dimensional curve of tailwater lev-
el-discharge-reservoir water level is described as three typical scenarios, and the linear description is 
realized by piecewise linear method. The developed model converts into a mixed integer linear pro-
gramming model, which can be solved by commercial software Lingo. Based on a case study with Tian-
shengqiao cascaded hydropower stations located in Hongshui River, the study shows that the proposed 
model considering backwater effect can realize the refined calculation and improve the economic bene-
fits of scheduling. 
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摘  要 

“一库多级”梯级水电站间水力联系紧密，下库易产生回水对上库尾水位形成顶托作用，影响发电效率及计划

安排。本文以机组为基本调度单元，提出了考虑回水效应的“一库多级”式水电站群短期优化调度模型，通过

对下游库水位进行区间划分，将尾水位–泄量–库水位三维曲线描述为三种典型情境，采用分段线性方法实现

了线性描述，最终将原问题转换为混合整数线性规划模型，并利用商用软件Lingo进行求解。经红水河干流天

生桥梯级水电站群实例验证，提出的模型可在充分考虑回水影响下实现水电站群的精细化计算，有效提高梯级

水电站群的发电量。 
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1. 引言 

西南地区是我国水电资源最丰富的地区[1]，经过多年的开发建设，“一库多级”或“多库多级”式调度已

成为西南流域梯级电站普遍的运行方式[2]。这些梯级库群以大库容、强调节能力的大型电站为龙头，下游有 1
至多座小库容、高水头、弱调节能力的水电站为附属，利用龙头水库的调蓄作用，最大化梯级电站间的补偿能

力，以提高整个梯级的水能利用率。与传统梯级库群中有多个季调节能力以上的电站不同，由于调节能力的巨

大差异，“一库多级”式梯级电站间的水力联系往往更加紧密。具体表现为：1) 存在流量敏感性电站，由于库

容的限制，下游水库的水位极易受到上游龙头电站下泄流量变化的影响；2) 存在回水效应，部分下游电站和龙

头电站之间的距离过近，流至下库的水流易产生回水，对上库尾水位形成顶托作用，从而影响上库的发电水头。

上述两点极大地加剧“一库多级”式梯级短期发电计划编制的难度，使得针对其开展短期优化调度研究具有重

要意义。 
现有的梯级电站短期优化调度多以电站为基本单元进行研究[3] [4] [5] [6]，这样虽然在一定程度上简化了模

型，但是对于机组振动区、启停持续时间、开停机次数等约束缺乏精细化考虑，导致模型所求解运用于工程实

际时需要做出一定的修正。文献[7]提出了一种考虑机组组合的梯级水电短期调度模型，着重于模型中非线性因

素的线性化转换，但在处理梯级水力联系时，只简单地运用尾水位泄量二维曲线计算上游尾水位，忽略了梯级

间的回水效应，使得模型运用于实际时可能存在一定的水头误差，从而影响下游电站的调度。文献[8]通过拟合

泄量和发电水头的关系，提出了一种尾水位的经验计算方法。相较于水量平衡方程构建出梯级水库间的水量联

系，尾水位–泄量–库水位三维曲线构建了上下游水库间的水头联系，更贴近实际运行工况。引入尾水位–泄

量–库水位三维曲线，可以有效提高模型的计算精度。 
以机组为单元，考虑回水效应的梯级短期优化调度是一个典型的混合整数非线性规划(MINLP)问题。动态

规划及其改进算法[9] [10] [11]、智能算法[6]等常规的算法在求解该问题时，往往会遇到难以求得最优解或陷入

“维数灾”等难题。文献[12]提出了考虑水头敏感性的梯级水电短期 MINLP 模型，通过建立发电水头和出力、
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库容、出库流量的线性关系，简化了模型，但简化后的模型普适性有所降低，难以运用于其他梯级库群。 
随着商业软件的发展，混合整数线性规划 MILP 已成功地应用于解决水电短期优化调度问题[13] [14] [15]。

相较于MINLP模型求解时容易陷入局部最优，MILP模型不仅可求得全局最优解，在时效性上也要略胜于MINLP
模型。基于“一库多级”水电站群的强水头联系，本文在前人研究的基础上，以发电量最大为目标，引入尾水

位–泄量–库水位三维曲线，提出了考虑回水效应的“一库多级”式水电站群短期优化调度模型，通过对下游

库水位进行区间划分，将尾水位–泄量–库水位三维曲线描述为三种典型情境，采用分段线性方法实现了线性

描述，最终将原问题转换为混合整数线性规划模型，并利用商用软件 Lingo 进行求解。以红水河干流天生桥梯

级 10 台机组为例验证了所提模型的有效性。 

2. 模型描述 

2.1. 目标函数 

梯级水电站群的短期优化调度主要有两种模式：“以水定电”和“以电定水”。针对前者主要有梯级发电

量最大模型、梯级发电效益最大模型等，后者有梯级总耗水量最小模型、梯级蓄能最大模型等。在已知梯级来

水的情况下，为了最大限度地发挥水电经济效益，选取调度周期内梯级水电站总发电量最大为目标函数，表示

如下： 

1 1
, ,

1
max

i T

i n t
t

I N

i n
E p t

== =

∆= ∑∑∑                                     (1) 

式中：E 为调度期内水电站群的总发电量，MW h；t 为调度时段，h；T 为调度时段总数，文中取 1 d；i 为电站

编号，I 为参与调度的梯级电站总数；n 为机组编号， iN 为电站 i 的机组数目； , ,i n tp 为时段 t 时电站 i 的机组 n
的出力，MW； t∆ 为调度时段步长，文中取 1 h。 

2.2.约束条件 

梯级水电站群的短期优化调度涉及的约束数目多且部分难于直接处理，可将其划分为两类，线性约束和非

线性约束。 
1、线性约束 
1) 水量平衡约束 

( ), , 1 , , ,3600i t i t i t i t i tV V I IF Q t−= + + − ×∆                               (2) 

, , , ,
1

iN

i t i n t i t
n

Q q S
=

= +∑                                        (3) 

式中： ,i tV 为水库 i 在 t 时段末的库容，m3； ,i tI 为水库 i 在 t 时段的入库流量，m3/s； ,i tIF 为 t 时段水库 1i − 和水

库 i 的区间流量，m3/s； ,i tQ 为水库 i 在 t 时段的出库流量，包括调度周期内电站的发电流量和弃水流量，m3/s；

, ,i n tq 为电站 i 的机组 n 在 t 时段的发电流量，m3/s； ,i tS 为电站 i 在 t 时段的弃水流量，m3/s； t∆ 为调度时段步长，

h。 
2) 始、末库容限制 

,1
Initial

i iV V=                                          (4) 

,
End

i T iV V=                                          (5) 

式中： Initial
iV 、 End

iV 分别为水库 i 在给定调度期初的库容值和调度期末的库容控制值，m3。 
3) 水库边界条件 
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,i i t iV V V≤ ≤                                          (6) 

,i i t iQ Q Q≤ ≤                                          (7) 

, ,0 i t i tS S≤ ≤                                          (8) 

式中： ,i tV 、 iV 、 iV 分别为水库 i 在 t 时段末的库容及其上、下限，m； iQ 、 iQ 分别为水库 i 的出库流量上、下

限，m3/s； ,i tS 为水库 i 的弃水流量上限，m3/s。 
4) 机组出力限制 

{ }
, , , , , , , ,

, , 0,1

i n t i n i n t i n t i n

i n t

w p p w p

w

 ≤ ≤


∈
                                   (9) 

式中： ,i np 、 ,i np 分别为机组 n 的出力上、下限，MW； , ,i n tw 为电站 i 的机组 n 在 t 时段运行状态变量， , , 1i n tw =
表示机组处于开机运行状态，否则 , , 0i n tw = 。 

5) 机组发电流量限制 

, , , , , , , ,i n t i n i n t i n t i nw q q w q≤ ≤                                    (10) 

式中： ,i nq 、 ,i nq 分别为电站 i 的机组 n 的发电流量上、下限，m3/s。 
6) 机组开、停机状态约束 

, , , , , , , , 1i n t i n t i n t i n tx x w w −− = −                                    (11) 

, , , , 1i n t i n tx x+ ≤                                        (12) 

{ }, , , ,, 0,1i n t i n tx x ∈                                       (13) 

式中： , ,i n tx 为电站 i 的机组 n 在 t 时段的开机操作变量， , , 1i n tx = 表示机组 n 在从 1t − 时段到 t 时段进行了开机操

作，否则 , , 0i n tx = ； , ,i n tx 为电站 i 的机组 n 在 t 时段的关机操作变量 , ,i n tx ， , , 1i n tx = 表示机组 n 在从 1t − 时段到 t
时段进行了停机操作，否则 , , 0i n tx = 。 

7) 机组开、停机持续时间约束及最大开机次数约束 
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式中： ,
On

i nT 、 ,
Off

i nT 分别为机组 n 最小开、停机持续时间，h； ,
Max
i nX 为机组 n 在调度期内的开机次数上限。 

8) 机组发电水头约束 

, 1 ,
, , , , ,2

i t i t d loss
i n t i t i n t

Z Z
h Z h− +

= − −                                  (17) 

式中： , ,i n th 为电站 i 的机组 n 在 t 时段的发电净水头，m； ,i tZ 为水库 i 在 t 时段末的坝前水位，m； ,
d
i tZ 为电站

i 在 t 时段末的尾水位，m； , ,
loss
i n th 为电站 i 的机组 n 在 t 时段的水头损失值，m。 

2、非线性约束 
1) 水位库容约束 
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( ), , ,i t i zv i tZ f V=                                        (18) 

式中： ( ),i zvf ⋅ 为水库 i 的水位库容关系函数。 
2) 尾水位泄量约束 

( ), , , 1,,d
i t i zqz i t i tZ f Q Z +=                                     (19) 

式中： ( ),i zqzf ⋅ 为水库 i 的尾水位、水库 i 出库流量和水库 1i + 的坝前水位之间的关系函数。 
3) 机组动力特性约束 

( ), , , , , , , ,,i n t i n pqh i n t i n tp f q h=                                    (20) 

式中： ( ), ,i n pqhf ⋅ 为电站 i 的机组 n 的出力与发电流量、发电水头之间的关系函数。 
4) 机组振动区限制 

( )( ), , , , , , 0k k
i n t i n i n t i np p p p− − ≥                                  (21) 

式中： ,
k
i np 、 ,

k
i np 分别为电站 i 的机组 n 的第 k 个振动区的上、下限，MW。 

3. 求解算法 

由于上述已构建模型中的线性化约束(式(2)~式(17))无需另加处理，所以原模型的求解难点是对于非线性约

束(式(18)~式(21))的处理。如何在保证精度的前提下，对这些非线性因素进行线性化处理，从而构建 MILP 模型，

是本文求解算法的关键所在。 

3.1. 水位库容约束处理 

水位库容曲线表征了水库水位与库容之间的非线性关系，是水库调度的重要依据。本文通过对库容进行离

散实现其线性化处理。具体方法如下： 
将水库 i 的库容进行离散，共分为 A 个区间，离散后的水位值表示为： 

( )
0 1

,
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V V

=

= < < < < = <




 

                             (22) 

式中： a
iV 、 a

iZ 分别为水库 i 的第 a 个插值点及其所对应水位值。 
则水库 i 在 t 时段的库容可表示如下： 

,
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式中： ,
a

i tr 为水库 i 在 t 时段的库容离散区间指示变量，当 , 1a
i tr = 时，表示此时水库 i 在 t 时段的库容位于第 a 个

库容区间内，否则 , 0a
i tr = 。 

则水库 i 在 t 时段的水位可表示如下： 

( )
1

1 1
, ,, ,1

1

a aA
a a ai i

i t i i t ia a
a i i
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i t i t

Z Z
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运用上述式(23)~(27)即可实现对水库水位库容曲线的分段线性逼近。需指出的是，对于一库多级式梯级电

站中的龙头电站，其调节能力通常在季调节及以上，而短期调度的调度周期通常为 1 d，因而其水位库容在调度

周期内通常波动较小。因此，对于龙头电站，只需在初始水位附近进行分段线性逼近即可，此举既可简化计算，

又可达到计算所需的精度要求。 

3.2. 尾水位泄量约束处理 

尾水位–泄量–库水位三维曲线(如图 1 所示)描述了在已知下游水库坝前水位的情况下，不同下泄流量对应

的上游水库的尾水位情况，表征了下游水库坝前水位、上游水库下泄流量和尾水位之间的非线性关系。利用尾

水位泄量曲线，可以建立梯级水库间的水头联系。在线性化模型求解中，选择合适的尾水位泄量曲线并对其进

行合理的线性化显得尤为重要。 
本文尾水位–泄量–库水位三维曲线线性化共分为三步：第一步，预估下游水库坝前水位的变化区间，并

将其离散为 3 个连续的子区间；第二步，选定每个水位子区间内具有代表性的尾水位泄量曲线，并与下游水库

库水位关联；第三步，对选定的尾水位泄量曲线进行分段线性处理，从而实现原三维曲线的线性化。 
 

 
Figure 1. Three-dimensional curves of tail water level - discharge - reservoir 
water level 
图 1. 尾水位–泄量–库水位三维曲线 

3.2.1. 下游水库库水位离散 
根据已有的水库历史运行资料，并结合工程经验，预估下游水库 1i + 的水位变动区间，记为 1 1,i iZ Z+ +

  。将

该区间离散为 3个连续的子区间 0 1
1 1,i iZ Z+ +  、

1 2
1 1,i iZ Z+ +  和

2 3
1 1,i iZ Z+ +   (如图 2所示)，其中 0

1 1i iZ Z+ += ， 3
1 1i iZ Z+ += 。

那么对于水库 1i + 在任何时段内的水位必然满足以下约束： 
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式中： 1,
k
i tβ + 为下游水库 1i + 在 t 时段的水位离散区间指示变量，当 1, 1k

i tβ + = 时，表示此时水库 1i + 在 t 时段的水

位位于第 k 个水位区间内，否则 1, 0k
i tβ + = 。 

 

 
Figure 2. Simplified curves of tail water level-discharge-reservoir water level 
图 2. 简化尾水位泄量曲线 

3.2.2. 下游水库坝前水位关联尾水位泄量曲线 
在下游水库坝前水位变化的 3 个区间内，分别选择一条特定的尾水位泄量曲线，来表征该区间下的水位所

对应的所有的曲线，从而实现下游水库坝前水位与上游水库尾水位泄量曲线的关联。此时，上游水库尾水位的

变化只有水库的出库流量有关，与下游水库的坝前水位无关，即实现了上游水库尾水位、下泄流量和下游水库

坝前水位之间三维关系的二维转化。依据上述思路，构建上游水库尾水位泄量曲线和下游水库坝前水库关联的

数学表达： 

( ) ( )1 1 1
1, , , | , 1,1 ( ) 1d d d

i i t i t i zq z i t i i tZ Z f Q Zβ β+ +− − ≤ − ≤ −                          (29) 

( ) ( )2 2 2
1, , , | , 1,1 ( ) 1d d d

i i t i t i zq z i t i i tZ Z f Q Zβ β+ +− − ≤ − ≤ −                          (30) 

( ) ( )3 3 3
1, , , | , 1,1 ( ) 1d d d

i i t i t i zq z i t i i tZ Z f Q Zβ β+ +− − ≤ − ≤ −                          (31) 

式中： ( )( ), | 1, 2,3b
i zq zf b = 为第 b 个下游水库坝前水位子区间内上游水库尾水位与下泄流量的函数关系。 

由式(28)可知，当下游水库坝前水位处于某个子区间时，有且只有一个 ( )1, 1 1,2,3b
i t bβ + = = ，则式(29)~式(31)

中只有一个公式得以成立，其他两项约束式相应会被松弛，可得有且只有一个 b 使得 ( )1, , | ,
b b
i t i zq z i tf Qβ + = ，即只有

一条尾水位泄量曲线被选中，从而实现下游水库坝前水位与尾水位泄量曲线的关联。 

3.2.3. 尾水位泄量曲线线性化转换 
3.2.2 节中被选定的尾水位泄量二维曲线仍然为非线性曲线，不可直接运用到 MILP 模型中参与计算。参考

3.1 节中水位库容约束的处理方法，离散下泄流量，线性插值得到相应的尾水位，实现尾水位泄量曲线的线性处

理。详细步骤此处不再赘述。 

3.3. 机组动力特性约束处理 

机组动力特性曲线描述的是机组的出力与发电流量、发电水头之间的三维关系。其处理方法可参考 3.2 节
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中尾水位泄量约束的线性化处理。即第一步，预估发电水头的变化区间，并将其离散为多个连续的子区间；第

二步，选定每个水头子区间内具有代表性的机组动力特性曲线，并与发电水头相关联；第三步，对选定的机组

动力特性曲线进行分段线性处理，从而实现原三维曲线的线性化。详细步骤此处不再赘述。 

3.4. 机组振动区限制处理 

水电站发电机组的振动区又称限制运行区，机组出力需避免落入此区域内，因而机组出力的可运行区域就

被振动区划分为多个不连续的区间，称为机组的安全运行区。考虑机组出力的上下限，K 个振动区便将机组划

分为 1K + 个安全运行区，据此机组振动区限制式(21)可转化如下： 

{ }

1

, , , ,
1

, ,

1 1

, , , , , , , , , ,
1 1

0,1

K
k
i n t i n t

k
k
i n t

K K
k k k k
i n t i n f i n t i n t i n f

k k

u

p p p

α

α

α α

+

=

+ +

= =

 =
 ∈

 ≤ ≤


∑

∑ ∑

                              (32) 

式中： , ,
k
i n tα 为指示变量， , , 1k

i n tα = 表示电站 i 的机组 n 在 t 时段的出力位于第 k 个安全运行区； , ,
k
i n fp 、 , ,

k
i n fp 分

别为电站 i 的机组 n 的第 k 个安全运行区的上、下限，且有 , , ,
k k
i n f i np p= ， 1

, , ,
k k
i n f i np p −= 。 

4. 应用实例 

4.1. 工程背景 

位于红水河上游南盘江的天生桥一级和二级电站是典型的“一库两级”梯级水电站群，天生桥一级电站作

为南盘江龙头电站，具有不完全多年调节性，其调节库容是下游天生桥二级的700余倍。两座电站仅相距6.5 km，

水头联系紧密，一级电站的下泄流量流至二级坝前时，极易向上游反流，下游顶托作用显著，增加了梯级短期

优化调度的难度。本文以天生桥梯级 10 台机组为例验证所提 MILP 模型的有效性，并调用 LINGO 商业软件包

进行模型求解。天生桥一级和二级电站特性如表 1 所示。 
 
Table 1. Characteristic parameters of cascaded hydropower plants 
表 1. 梯级电站主要特征参数 

特征参数 
电站 

天生桥一级 天生桥二级 

调节性能 不完全多年 日 

调节库容/106 m3 5796.20 8.03 

正常高水位/m 780.00 645.00 

死水位/m 731.00 637.00 

机组 1#、2#、3# 
4# 

1#、2#、3# 
4#、5#、6# 

机组容量/MW 300 220 

机组振动区/MW [50, 270] [79, 181] 

机组启停持续时间/h 2 2 

4.2. 计算结果及分析 

分别选取汛期(2018 年 8 月)和枯期(2018 年 11 月)某一日来水数据，以 1 h 为计算步长，1 d 为调度周期，进
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行验证。考虑到工程实际中不希望弃水现象的发生，故而在计算中将各时段的弃水量设置为 0。MILP 模型的求

解速度与二进制整数变量的个数密切相关，因本文重点解决回水问题，且天生桥一级在日调度周期内水头变幅

很小，故在处理振动区约束方面，将天生桥一级原水头关联的可变振动区处理为恒定水头下的固定振动区，以

此减少二进制整数变量的使用，从而加快模型的求解速度。为了进一步提高计算效率和精度，根据已知的电站

始末水位和入库流量，推导出天生桥一级和二级电站日内发电水头变化区间分别为[123, 131]和[198, 203]，在此

区间内进行机组动力特性曲线的线性化处理。 

4.2.1. 汛期计算结果分析 
图 3 为优化调度计算得到的汛期天一、天二的出力和水位变化过程图。对于大库容、强调节能力的龙头电

站天一，汛期其水位日变幅仅有 0.16 m，波动很小。而受自身调节能力和流量敏感特性的影响，天二水位日变

幅高达 8 m，且在调度期均处于满发状态，前期为增大出力，水位呈下降趋势，后期为下一周期电站运行考虑，

开始蓄水抬高水位。此外，汛期虽然来水丰富，但是天二调节能力有限，天一的出力受阻，为了保证天二不会

出现弃水，天一只能不断蓄水，因此水位呈现出单调上涨的趋势。 
 

 
(a) 天生桥一级                                              (b) 天生桥二级 

Figure 3. Power output and water level of hydropower plants in flood season 
图 3. 汛期电站出力及水位变化过程 
 

图 4 为优化计算得到的汛期部分机组出力过程。由表 1 可知，天一 4 台机组型号相同，天二 6 台机组也相

同，故各自只列出一个机组作为代表。由图 4 可知，两台机组调度期内的出力均有效避开了振动区，且机组未

出现频繁启停的情况，满足了模型中所设置的机组开、停机持续时间及最大开机次数约束，保证了机组的稳定

运行，可见优化结果具有合理性。 
 

 
(a) 天生桥一级 1#机组                                         (b) 天生桥二级 1#机组 

Figure 4. Power output of units in flood season 
图 4. 汛期部分机组出力过程 
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4.2.2. 枯期计算结果分析 
图 5 为优化调度计算得到的枯期天一、天二的出力和水位变化过程图。值得注意的一点是：在枯水期，天

二仍是满发出力状态。究其原因，主要是天二虽然装机容量很大，但是由于库容的限制，只能将来水全部用来

发电，以此减少弃水。从水位变幅来看，由于枯期来水偏少，不能满足运行需求，天一只能不断放出库容，以

此满足发电量最大的目标，因此水位呈不断下降的趋势；天二前期在上游来水不足的情况下，利用水位降幅提

高发电量，后期利用天一下泄的库容提高水位，为下一调度周期做准备。 
 

 
(a) 天生桥一级                                              (b) 天生桥二级 

Figure 5. Power output and water level of hydropower plants in dry season 
图 5. 枯期电站出力及水位变化过程 

4.2.3. 考虑回水与未考虑回水模型尾水位对比分析 
未考虑回水效应的模型常将尾水位泄量曲线处理为二维曲线，不与下游库水位相关联。为了更合理地进行

对比分析，提取本文所提模型汛期计算结果中的天生桥一级 24 个时段的泄量数据，对天生桥一级的二维尾水位

泄量曲线进行分段线性处理，得到未考虑回水效应情况下的尾水位数据，如图 6 所示。 
由图 6 可知，两者尾水位数据相差较大，考虑回水效应模型所得的尾水位要明显高于未考虑回水效应的模

型。究其原因，是天一的下泄流量流至天二之后产生回水，对天一的尾水位形成顶托作用，从而抬高了天一的

尾水位。正面证明了本文所提模型对于回水问题处理的有效性。 
如果忽略回水问题，计算所得的天一尾水位将远低于实际，发电水头远高于实际，间接导致计算所得的发

电量偏高，影响工程实际中发电计划的编制。 
 

 
(a) 汛期                                                     (b) 枯期 

Figure 6. Comparison of tail water level with and without considering backwater 
图 6. 考虑回水与未考虑回水尾水位对比 
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5. 结语 

本文针对水力联系紧密的“一库多级”水电站群，提出了考虑回水效应的精细化梯级水电站群短期优化调

度 MILP 模型，并通过天生桥“一库两级”水电站群短期调度进行检验，得到结论如下： 
1) 本文构建了“一库多级”水电站群短期调度 MILP 模型，重点处理了梯级水头联系：尾水位–泄量–库

水位三维曲线。 
2) 针对模型中的水位库容关系、尾水位–泄量–库水位关系、机组动力特性曲线以及机组振动区等非线性

约束，采用分段线性化方法拟合，保留了原约束的特性，较好地贴近实际工况。 
3) 以机组为基本调度单元，能有效满足振动区、机组开停机持续时间及最大开机次数约束等约束，保证了

机组的稳定运行。 
4) 采用 Lingo 软件求解红水河梯级实例，尽管模型中的约束和整数变量数目庞大，仍可在可接受的时间范

围内求得全局最优解，为涉及回水问题的“一库多级”水电站群短期调度提供一种可靠的解决方法。 
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