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Abstract: Piezoelectric material can be used in piezoelectric sensors and other fields. The problem of its stress field 
distribution in the zone of stress concentration has received widespread attention due to its brittleness. This paper pre- 
sents an analytical solution for an elliptical anisotropic piezoelectric inclusion embedded in an infinite anisotropic pie- 
zoelectric matrix subjected to arbitrary far-field uniform loadings by employing the Stroh formalism, the method of 
analytical continuation, the technique of conformal mapping, and the concept of superposition. Solutions of the tem- 
perature and stress functions either in the matrix or in the inclusion are expressed in complex matrix notation. It shows 
that mechanic loading and electric loading lead to the appearance of the constant stress fields in the inclusion and heat 
flux only leads to that of the linear stress fields. Comparison with some related works shows that the present solutions 
are valid and general. 
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摘  要：压电材料在传感器件等多个领域有着广泛的用途。由于压电陶瓷材料非常脆，因而其应力集中部位的

应力场分布问题受到了广泛关注。本文采用 Stroh 公式法、解析连续方法、保角变换法和叠加法得到了任意远场

均匀热电弹性载荷作用下，椭圆形各向异性压电体内嵌于无限大各向异性压电基体中的解析解。以复矩阵的形

式给出了基体和夹杂中的温度场和应力函数的解。结果表明应力载荷和电载荷将导致夹杂体中常应力场的出现，

而温度载荷将导致线性应力场的出现。与一些相关工作的比较表明本文的解是正确的和普遍的。 

 

关键词：椭圆夹杂；压电材料；应力分析 

1. 引言 

压电材料，比如压电陶瓷材料等，具有优越的力

电性能，广泛用作传感器件、信号发生器、测试计量 

仪器、信号处理器等智能结构系统中的核心元件，因

而压电材料越来越为大家所瞩目。如通用电气公司将

压电陀螺装在直径为 127 mm 的弹壳内作为炮射导弹
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的制导装置。摩根马特劳克公司采用两种改进的 PZT

材料(PZT-4S 和 PZT-8M)用作超声功率、声纳和致动

器件。另外，压电复合材料、压电高聚物的制备及其

力电性能也是研究的热点。 

由于数学上的困难，通常理论结果只能针对极为

简化的力学模型得到求解，但是因为可用作数值结

果、有限元结果的检验基准，甚至良好的理论模型可

用于实验数据处理和试验结果的检验，为实验提供理

论分析模型，所以对理论解的探索仍是有着重要意义

的。获得压电结构的理论解对于相关智能结构的力电

性能表征、力学行为分析、及破坏机理研究等问题仍

具有显著的帮助作用。由于压电陶瓷材料通常都是非

常脆的，易于发生断裂破坏，因此压电材料中应力集

中部位附近的应力分布问题对于分析和解决压电结

构破坏及结构设计问题具有重大意义，引起了广泛关

注。由于其理论与应用上的重要性，椭圆形的孔和夹

杂问题最为人所关注。许多研究工作采用各种方法探

讨了无限大材料中含有椭圆孔或夹杂的问题，如：

Hwu 和 Ting[1]、Ting 和 Yan[2]以及 Hwu 和 Yen[3]采用

Stroh 公式法分析了各向异性材料中含有椭圆孔或夹

杂的问题；Sosa[4]、Sosa[5]、Gao 和 Fan[6]以及 Dai、Guo

和 Wang[7]基于复变函数法讨论了含有椭圆孔的横观

各向同性压电体问题；Chung 和 Ting[8]以及 Zhang、

Qian 和 Tong[9]运用 Stroh 公式法分析了各向异性压电

材料中含有椭圆形孔洞的问题；Wang、Zhou 和 Zhou[10]

采用一种新的杂交有限单元分析了含有椭圆孔的横

观各向同性压电材料问题；Dai、Guo 和 She[11]采用复

变函数法探讨了含有椭圆形夹杂的横观各向同性压

电体问题；Chao 和 Shen[12]运用 Stroh 公式法分析了含

有椭圆形各向异性夹杂的各向异性热弹性体问题。随

着热压电材料在工程中日渐广泛的应用，含有孔、裂

纹或夹杂的热压电材料的温度场、电场和应力场的耦

合问题越来越引起人们的关注。比如：Wang 和 Shen[13]

给出了无穷远处作用有纯热流情况下一个椭圆形夹

杂内嵌于具有不同热、电、弹性特性的无限大基体中

这一问题的解析解；Gao、Zhao 和 Wang[14]给出了含

有椭圆孔或裂纹的热压电体问题的精确解。然而，就

作者所知，目前尚无文献给出热压电介质中含有热压

电夹杂的温度、电场弹性场耦合问题的解析解。 

本文分析了一个椭圆形各向异性压电体夹杂内

嵌于一个受有远场均匀任意载荷作用的各向异性压

电基体中的普遍的二维问题。通过使用 Stroh 公式法、

解析连续法、保角变换以及叠加法，以复矩阵的形式

给出了基体和夹杂体中的温度和应力场的解析表达

式。并通过分析得到了夹杂体中应力场的特性。与相

关工作的比较表明本文解是正确地。这一结果将可用

于指导相关器件中压电材料结构的设计与应用。 

2. 工程问题及理论分析模型 

在一些器件中往往会将一根、或多根压电纤维内

置于管线中以实现特定信号的测量与传输。在截面上

一般管线的面积相比纤维而言会高出一个量级，其

中，压电纤维起着承担测量与传输的作用，基体起到

为压电纤维提供较为稳定的工作环境以保护其正常

工作的作用。此时，对于压电体的力学性能与结构破

坏而言，结构的截面上的应力集中显得尤为重要。考

虑到椭圆形及压电材料更具普遍意义，可退化为其它

形状及材料，因而我们建立如图 1 所示的典型结构。

这样的结构在压电复合材料结构及许多智能材料结

构中也能见到。 

由于基体尺寸远大于夹杂体，因而不妨认为是一

个无限大的基体中含有中心椭圆夹杂的问题，且为使

问题的求解具有较为普遍的意义，不妨将基体与夹杂

视为两种不同材料的热压电介质。结构中在远场处受

到有均匀热流 1 2,q q  、均匀应力 11 12 13 21 22, , , , ,          

23  和均匀电位移 1 ,D 2D  的作用，如图 1 所示，分析

这样一个含有椭圆形热压电夹杂的压电体结构中界

面附近的应力分布问题。 

3. 本问题的解 

直角坐标系(x1, x2, x3)中，在不计体积力、自由电

荷和热源的情况下热压电材料的本构方程为： 
 

 x2

x1

b a

2 2 2, ,j D q     

1 1 1, ,j D q   

 

Figure 1. Structure diagram of the present model 
图 1. 模型的结构示意图 
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平衡方程为 

, , ,0,    0,    0ij j i i i iD q             (2) 

其中，  , ,

1

2ij i j j iu u   ， ,iE i  。下标的逗号表示 

微分，并采用求和约定。ij, Di, rs, Es, T, qi, ui, 分别

表示应力、电位移、弹性变形、电场、温度、热流、

弹性位移和电势；cijrs, eijs, ij, ij, kij, i分别表示弹性刚

度、压电常数、介电常数、应力温度系数、导热系数

和压电系数。 

温度场可表示为： 

  12Re ,T g z z x p     2x       (3) 

其中，Re 表示复函数的实数部分，g 是待定的复函数，

符号()对相关量的微分，热特征值 p可由下式确定： 

2
22 12 112 0k p k p k     

则总热流 Q 可表示为： 

 1 2 2 1d d d 2RenQ q s q x q x ik g z          

其中 2
11 22 12k k k k   。 

不妨将位移和应力函数表示为： 
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在没有椭圆形夹杂的情况下基体中电弹性场的

均匀解可表示为： 

2 1 1 2

1 1 2 2

x x

x x

  

  

 

 u

 

 
             (5) 

其中 
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因为夹杂和基体之间被认为是沿着界面的完整

粘结，所以界面边界条件可以表示为： 

       

       

, ;

, ,

M I M I

M I M I

T T Q Q

 

 

 u u
          (6) 

其中上标(M)和(I)分别表示基体和夹杂中的物理量。 

3.1. 温度场 

在不计椭圆夹杂的情况下，基体在远场均匀热流

作用下的解可表示为： 

   1
1 2ĝ z hz h m m     

           (7) 

则相应的热流分量可表示为： 

1

2

q ip k h i p k h

q ik h ik h

   

 





 

  
            (8) 

求解上式得 

 
1 2q p q

h
ik p p



  

 



              (9) 

现在来分析由于椭圆夹杂的出现而引起的基体

和夹杂体中的扰动解  ĝ  与  0ĝ  。在此情况下，

夹杂体中的函数是全纯的，可以表示为： 

 0ˆ k
k

k

g z e 




               (10) 

其中， 

k ke e k  ，

k

k

a ip b

a ip b




 
    

。 

然后，将式(7)~(10)带入边界条件(6)并化简求解可得： 

 

  

 



2
1 2

2 2 2 2
1 2

2 2
0 1 1 1 1 2
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2
1 1

ˆ
2 2
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其中 
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0 0
2 1

0 0
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k k k k
  

 
   


 

       
1 1  

1m  与 2m  为对此椭圆孔做保角变换的常数。 

3.2. 电弹性场 

基体中的应力函数可表示为： 

   *ˆ ˆ ln   f f             (12) 

其中  ˆ f 是空间中单位园孔外的全纯函数。夹

杂体内的应力函数可表示为： 

 0
ˆ k

k
k

 




 f              (13) 

其中 

k k  G k  , k kGG , 

k

k

a ip b
G

a ip b





 
   

 

其中双括号表示对角阵。 

在没有夹杂的情况下，均匀问题的应力函数解

为： 

  T T  
  f B u A          (14) 

其中 

2 1 1 2

1 1 2 2
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x x

  

  

 

 u  

 
 

考虑到基体中的应力和位移必须满足单值条件，

有 

   T T
1 1 1m m m m1        δ B c c A d d    (15) 

将(34)、(36)~(42)带入边界条件(6)化简可得 
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由方程(16)和(17)可得： 
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将上面三式带入方程(16)可得到  f̂  的解。这样

就可以得到应力和电位移的解。可以看出 1 仅取决于

远场应力和电位移载荷，而 2 仅取决于远场热流载

荷。故将相关结果代入式(4.2)即可得到夹杂体中的广

义应力函数表达式 

 
2

0 2
0 1 0 2 2

1 11

2

0 1 2
1
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z
e m
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B B

d

 
m 

   (17) 

因此，在只有均匀应力场和电位移作用的情况下

可以看到夹杂体中的应力场是常数，而只有远场均匀

热流载荷作用时将会引起夹杂体内的应力场呈线性

变化。 

对于远场均匀热流作用下的含有椭圆夹杂的各

向异性弹性材料而言，有 

  K K 0 . 

1  0 . 

因此(18)变为 
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1.0

. 

上面的解与 Chao 和 Shen[12]中所给出的结果完全

一致，而他们所给的解只是本文解的特殊情况。这表

明本文解是正确地。 

4. 结果与讨论 

在余下的数值算例中，采用直角坐标系来考查一

个含有椭圆夹杂的横观各向同性压电介质，并且该介

质沿 X3 轴方向极化。因为离面位移与面内位移不耦

合，我们将关注 X1~X3 平面。针对基体材料与夹杂体

材料完全相同的这种较为简单的情况给出相应计算

结果，为便于比较，基体的材料特性被取成与 Gao、

Zhao 和 Wang[14]一文一致。 

图 2、3 给出了远场均匀拉应力或电位移载荷作

用下界面上环向应力和电位移的分布情况，其中 t 是

形状因子，并且 t = b/a。正如我们所预想的，当夹杂

体和基体是同一种材料时，本问题将退化为均匀材料

的情况。通过比较本文解和均匀材料解容易看到本文

解是正确地。 

5. 结论 

本文得到了任意远场均匀载荷作用下一个椭圆

形夹杂内嵌于一无限大基体中时的解析解，基体和夹

杂都是一般各向异性压电材料。获得了基体和夹杂体

中的温度场和应力函数的解。结果表明，当只有应力

载荷和电载荷作用时夹杂体中只出现常应力场，而当

只有温度载荷作用时夹杂体中将出现线性应力场。与

相关工作的比较表明本文解是正确的。这一结果将有

助于相关压电结构的力电性能表征、力学行为分析、 
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Figure 3. Distributions of the normalized tangential electric dis- 

placement yD D   on the interface when only electric displace- 
ment is loaded on the far field and the material of inclusion is the 

same as that of matrix 
图 3. 远场仅有电位移载荷 yD 作用下，当夹杂体材料与基体相同

时，无量纲化的环向电位移 yD D  在界面上的分布情况 
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Figure 2. Distributions of the normalized tangential stress y


   on the interface for the case: (a) ; (b) 

 when only tension is loaded on the far field and the material of inclusion is the same as that of matrix 
x y xy: : 0 :1 : 0     

x y xy: : 10 :1 : 0     

图 2. 远场拉伸载荷作用下，当夹杂体材料与基体相同时，无量纲化的环向应力 y


  在界面上的分布情况： (a) ；

(b)  
x y: :    xy 0 :1 : 0 

x y xy: : 10 :1 : 0     
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及破坏机理等问题的彻底解决，并可用于指导压电材

料结构的设计。 
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