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Abstract 
In order to effectively solve the numerical instability problems of topology optimization, such as 
checkerboard and grayscale elements, a new structural topology optimization method based on 
improved hybrid filter method is proposed. Firstly, a density interpolation model based on 
bi-linear function is constructed. It eliminates the checkerboard phenomenon from the mathe-
matical essence because of its continuity in the design domain; Secondly, a grayscale filtering 
strategy is imposed on the traditional optimization criterion, and an improved filtering technique 
combining sensitivity filtering and grayscale filtering is also proposed. Based on the method, the 
topology structure is updated and the gray unit can be effectively suppressed. Finally, the feasibil-
ity and effectiveness of the method are verified by three typical numerical examples. 
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摘  要 

为了有效解决拓扑优化过程中所存在的棋盘格与灰度单元等数值不稳定问题，提出一种基于混合式过滤
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策略的结构拓扑优化方法。该方法首先构建了基于混合式拓扑优化密度插值模型，保证了其在设计域的

连续性，从数学本质上可消除棋盘格现象；然后在传统优化准则中叠加灰度过滤策略，提出一种灵敏度

过滤和灰度过滤相结合的改进过滤技术，从而实现结构的拓扑更新，该方法能有效抑制灰度单元；最后

通过三个典型数值算例进一步验证了本文方法的可行性和有效性。 
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1. 概述 

近年来，拓扑优化逐步得到了广泛应用，拓扑优化旨在为给定设计域中找到材料的最佳布局，其求

解过程是满足边界和荷载约束条件下目标对象最小化的迭代过程，通过利用目标函数与敏度约束，实现

材料分布的逐步更新，其本质上是一种是否存在材料的离散变量优化组合问题[1]。拓扑优化作为一种创

成式设计方法，与尺寸优化和形状优化相比，赋予了更多的设计空间与设计自由度，提高了结构设计的

合理性。 
自 1988 年 Bendsoe 和 Kikuchi 提出均匀化的结构拓扑优化以来，连续体拓扑优化发展较快，特别是

随着增材制造技术的发展，面向制造的拓扑优化技术及其工业应用也得到了广泛关注[2]。目前，连续体

拓扑优化的主要方法有：均匀化方法[3]、变密度法[4]、渐进结构优化法(ESO) [5]、水平集方法[6]、优化

准则法[7]、移动渐近线法和 ICM 方法[8]等。 
目前，变密度法发展最为迅速，其基本思想是通过设计域的有限元离散化处理，将单元是否存在材

质作为优化设计变量，构建给定材料相对密度与杨氏模量间的对应关系，最终将连续体的拓扑优化问题

转化为 0~1 材料有无的组合优化问题。为了有效解决离散设计变量组合爆炸问题，经典变密度法中的固

体各向同性惩罚材料(Solid Isotropic Material with Penalization, SIMP)通过引入幂函数材料插值方案，实现

材料中间密度的惩罚处理，抑制中间密度单元的数量。然而，在 SIMP 插值过程中，惩罚因子的选取对

拓扑优化结果影响甚大，其值不宜过大或过小。一方面，为了尽可能地抑制更多的中间密度单元(即灰度

单元)，应选择尽可能大的惩罚因子，使结果更逼近 0 或 1 的离散设计，但在求解过程中却容易将相对密

度值较大的单元进行惩罚并被过早删除(特别是位于 0.5~1 间单元)，进而影响后续的迭代搜索求解，容易

出现棋盘格等数值不稳定现象，不便于得到最佳拓扑优化结果；另一方面，如果所选择的惩罚因子过小，

惩罚效果就不明显，容易生成大量的中间密度单元，导致拓扑优化结果的边界模糊不清晰甚至难以识别，

不利于后续设计与制造。 
为了解决 SIMP 插值方法的不足，国内外科研人员开展大量的相关研究。Sigmund [9]等引入了基于

形态学限制方案作为密度过滤器，该方案能够有效消除固体和空体间的灰度。陈拥平[4]等针对散热结构

的拓扑优化，提出了一种将灰度过滤和敏度过滤相结合的过滤机制，有效抑制了灰度单元的产生。龙凯

[10]等一种考虑密度梯度的敏度过滤方法，消除了棋盘格现象和网络依赖性。杜义贤[11]等提出了一种具

有逼近 0/1 极化优化准则法，有效抑制了灰度单元。Groenwold [7]结合 SIMP 抑制灰度单元的方法，提出

了一种启发式最优准则方法，得到了较为清晰的拓扑优化结构，但该方法迭代次数较多，效率不高。朱
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剑锋[12]等提出了一种敏度修正方法，达到了消除棋盘格、网格依赖性等目的。 
除了材料插值模型外，拓扑优化过滤方法对灰度单元的影响也非常大，目前主要采用的方法有灰度

过滤法[13]、敏度过滤法等措施[10]，但都无法有效消除灰度单元。为此，考虑到 SIMP 方法在材料插值

模型及过滤方法的局限性，本文基于变密度法，构建了一种基于混合式材料插值模型，提出了基于传统

优化准则(Optimality Criteria Method, OC)的敏度过滤与灰度过滤相结合的过滤方案，实现设计变量的更新

和材料合理布局，该方案能够有效抑制灰度单元的产生。最后通过三个经典拓扑结构优化算例，采用本

文所提方法并与文献[14]方法进行比较，进一步验证了本文所提方法在抑制灰度单元方面的有效性及其可

行性。 

2. 连续结构体拓扑优化设计 

经典拓扑优化基本思路是以结构柔度最小化(即刚度最大小)为目标函数，以体积比为约束条件，找出

满足给定载荷和边界条件下材料的最佳布局，其数学模型可表示为[14]： 
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式(1)中：X 为设计变量(本文为单元伪密度)，其值在 0~1 范围内，为了防止计算时产生奇异矩阵， minx 一

般可设置为 0.001； ( )c x 为结构的柔顺度(目标函数)；U 为结构总位移矩阵；K 为结构总刚度矩阵；F 为

结构所受力向量； iu 为单元位移向量； 0k 为归一化杨氏模量所对应的单元刚度矩阵；f 为预设的体积比

系数； ( )V x 为优化后的材料体积； 0V 为材料初始体积。 

2.1. 经典 SIMP 材料插值模型 

经典的变密度法的 SIMP 材料插值模型，将材料伪单元密度与杨氏模量间的关系由标准幂函数表示，

其数学模型为： 

( ) [ ]0 , 0,1p
i i iE x x E x= ∈                                     (2) 

上式中， ix 为伪单元密度； 0E 为材料的弹性模量； ( )iE x 为惩罚后材料的弹性模量；p 为惩罚因子，对

中间密度单元的惩罚，使其尽量逼近于 0 或 1，获得 0/1 的材料布局。 
SIMP 插值函数取不同惩罚因子时的函数曲线如图 1 所示。 
由图 1 可知，随着惩罚因子的增大，曲线斜率不断越大，中间密度值趋向于 0 或 1 的效果越明显。

然而，当惩罚因子过大时，中间大部分相对密度都趋近于 0，导致大部分中间密度单元在迭代过程中被

提早删除，其作用被弱化，不利于搜索到最有的拓扑结构。当惩罚因子过小时，则会导致过多的中间密

度单元，则不利于最终结果的辨识。 

2.2. 改进的材料插值模型 

为了克服经典 SIMP 插值函数存在的问题，充分考虑引入新的材料插值模型，使相对密度位于 0~0.5
间时，杨氏模量趋近于 0；相对密度值位于 0.5~1.0 间时，则使其趋向于 1；而相对密度值为 0.5 时，则

使其等概率地趋向 0 或 1。这样就可以很好保证位于 0.5~1 间的大部分单元被误删，同时还可强化相对密
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度较大的单元，弱化相对密度较小的单元，最终保证拓扑结构寻优迭代过程的顺利进行，保证生成最优

化的拓扑结构。 
 

 
Figure 1. SIMP interpolation curve with different penalty factors 
图 1. 不同惩罚因子时 SIMP 插值曲线 

 
基于上述思路，本文提出了一种改进的材料插值模型，其插值函数如式(3)： 
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                           (3) 

式(3)中，p 为惩罚因子，其作用旨在通过改变曲线的斜率，控制中间密度单元快速趋近 0 或 1；t 为中间

密度单元的惩罚，使其尽量逼近于 0 或 1，获得 0/1 的材料布局。 
图 2 所示为 0.5t = 时，p 分别取不同只是改进后的插值函数的变化曲线。从图 2 可看出，当 t 保持恒

定，随着惩罚因子 p 的增加，曲线斜率不断增大，这极大提高了中间密度的趋向 0 或 1 的速度。针对不

同的工程应用问题，可通过设置合理的 p 和 t 值，以便得到更加符合设计要求的拓扑优化结果。 
 

 
Figure 2. Improved interpolation function curve with differ-
ent penalty factors 
图 2. 不同惩罚因子时改进的插值函数曲线 
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2.3. 灵敏度分析 

通常，拓扑优化设计变量的数量都非常多，为了能准确快速地获的局部最小优化结果，需要求解每

个变量的灵敏度。通过灵敏度分析，不仅可有效抑制拓扑优化过程中产生的棋盘格现象，而且还有利于

加快拓扑优化的收敛速度，提高拓扑优化的求解效率。若以目标函数 c 为柔顺度，归一化后的单元伪密

度为 ix ，则目标函数对单元伪密度的偏导数即为灵敏度，可由式(4)进行求解[14]： 

( ) ( )
( )( )

T T
T

02

e

1 e

px

i i
p x ti i i

F U U KUc p u k u
x x x −

∂ ∂∂
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                       (4) 

其中：c 是柔顺度，K 是整体刚度矩阵， iu 为第 i 个单元位移矢量， ik 是第 i 个单元的刚度矩阵。 

2.4. 混合式过滤策略及设计变量优化 

为了在拓扑优化过程中对大量的设计变量进行快速更新，目前广泛采用的方法主要有：优化准则法

(Optimality Criteria, OC)、序列线性规划法(Sequential Linear Programming, SLP)和移动渐近线法(Method 
of Moving Asymptotes, MMA)。由于 SIMP 法中优化变量只有单元的相对密度，为了提高求解效率，本文

采用改进 OC 法进行设计变量的更新[7]。 
虽然 SIMP 方法应用非常广泛，但如果处理不当，极易出现棋盘格现象和网格依赖性问题，目前通

常采用灵敏度的过滤方法来进行处理，但在求解过程中，采用单纯的灵敏度过滤往往效果不太明显。因

此，为了能有效抑制拓扑优化过程中间密度单元(即灰度单元)的产生，提高优化结构的轮廓可识别性及其

可制造性，本文采用了一种将灵敏度过滤与灰度过滤相结合的混合式过滤机制，同时对传统的启发式更

新策略进行了修正，引进了灰度抑制因子 q，可有效抑制中间密度单元，其更新策略如式(5)所示[14]： 
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式中： ( )0 1m m< < 为正向移动极限； ( )0 1η η< < 为阻尼因子，为了避免出现震荡现在保证稳定性与收

敛些，本文选取 0.5； i ix Bη 为单纯的灵敏度过滤；q 为灰度抑制因子，控制中间灰度单元的产生； iB 可由

最优化条件式(6)求解： 

i
i i

c VB
x x

λ−∂ ∂
=
∂ ∂

                                    (6) 

式中： λ 为拉格朗日乘子，可通过二分法求得。 
由于叠加了灰度过滤策略，其原理与经典 SIMP 材料插值模型求解原理一致，通过构建拓扑优化变

量间的非线性关系，对灵敏度过滤后位于 0~1 间的灰度单元继续进行惩罚，加快中间密度值趋向于 0 或

1 的速度，使得过滤效果更为明显。 
具体的改进变密度拓扑优化求解流程图如图 3 所示。主要包括如下步骤：构建待求解问题的拓扑优

化模型，并初始化设计变量；对结构设计域有限元分析，计算结构的应变能；计算目标函数，并对其求

偏导，获取目标函数的灵敏度；采用灵敏度与灰度相结合的混合式过滤方法对设计变量更新迭代，抑制

灰度单元生成；判断是否满足终止条件，若满足则停止，否则继续下一步迭代。 
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Figure 3. Flow chart for improved variable density 
topology optimization  
图 3. 改进的变密度拓扑优化求解流程图 

3. 数值算例 

为了验证所提改进拓扑优化方法在消除棋盘格与灰度单元方面的有效性和可行性，选取了三个经典

数值算例，分别采用文献[14]和本文方法对其拓扑优化效果进行了比较分析。 

3.1. 悬臂梁算例 

如图 4 所示为 60 cm × 30 cm 的平面悬臂梁，左端固定，材料弹性模量 1E = ，泊松比 0.3ν = ，右下

角受垂直向下的集中载荷 1F =  (文中算例都为无量纲，下同)，以柔顺度最小化为目标函数，采用 4 节点

单元构建悬臂梁结构的拓扑模型。同时，选择体积比为 0.5，考虑单元网格数为 60 × 30，80 × 40 与 120 × 
60 的三种情况，过滤半径选取为宽度的 0.04 倍(下同)，分别采用经典 SIMP 和本文所述方法进行优化求

解，对其拓扑优化结果进行了比较，如图 4 为其拓扑优化结果，表 1 所示为其对应的优化结果。 
 

 
Figure 4. Simplified force model of cantilever beam 
图 4. 悬臂梁受力简化模型 

 
从表 1 可知，采用经典 SIMP 方法，随着网格单元数增加，可在一定程度上降低棋盘格现象，但灰

度单元无法得到有效控制；而采用本文所述的混合式改进策略方法，得到的拓扑结构轮廓更加清晰，基
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本能有效消除灰度单元并能有效抑制棋盘格现象，且随着网格数的增加，拓扑结构边界的光顺性得到有

效提高，但仍然无法完全消除棋盘格现象。从表 2 中可知，随着网格数增加，系统柔顺度变化不大，进一

步说明本文所述方法对网格没有依赖性，表 2 中灰度单元占比为将单元密度值位于[0.2，0.8]间的单元定

义为灰度单元所得到的值(下同)。采用经典 SIMP 法灰度单元占比分别为 29.67%，21.34%和 14.21%；而

采用本文所述方法，灰度单元完全消除，没有网格依赖性，同时迭代次数随网格数增加并没有明显增加。 
 

Table 1. Topology optimization results of cantilever beam 
表 1. 悬臂梁拓扑优化结果 

优化方法 32 × 20 65 × 40 95 × 60 

经典 SIMP 

   

本文方法 

   
 

Table 2. Comparison of cantilever beam topology optimization 
表 2. 悬臂梁拓扑优化比较 

优化方法 网格数 目标函数(柔顺度) 迭代次数 灰度单元占比% 

经典 SIMP 法 

32 × 20 47.4605 33 15.31 

65 × 40 49.4833 39 12.67 

95 × 60 48.0591 41 12.46 

本文方法 

32 × 20 44.9834 49 0 

65 × 40 46.3260  51 0 

95 × 60 44.9101 52 0 

3.2. MBB 梁算例 

如图 5 所示为 180 × 30 的平面 MBB 简支梁，两端固定，材料弹性模量 1E = ，泊松比 0.3ν = ，根据

其对称性，分析时只选取了一半结构，以柔顺度最小化为目标函数，构建 MBB 梁的拓扑结构优化模型。

与算例 1 类似，仍然选择体积比为 0.5，考虑单元网格数为 60 × 20，90 × 30 与 150 × 50 的三种情况，分

别采用经典 SIMP 和本文所述方法对其拓扑优化结果比较分析，拓扑优化后结果如表 3 所示，对比分析

优化结果如表 4 所示。 
 

 
Figure 5. Simplified force model of MBB beam 
图 5. MBB 梁受力简化模型 

https://doi.org/10.12677/met.2019.86054


欧阳华兵 
 

 

DOI: 10.12677/met.2019.86054 473 机械工程与技术 
 

Table 3. Topology optimization results of MBB 
表 3. MBB 梁拓扑优化结果 

优化方法 60 × 20 90 × 30 150 × 50 

经典 SIMP 

   

本文方法 

   

 
Table 4. Comparison of MBB topology optimization 
表 4. MBB 梁拓扑优化比较 

优化方法 网格数 目标函数(柔顺度) 迭代次数 灰度单元占比% 

经典 SIMP 法 

60 × 20 216.9103 103 20.67 

90 × 30 218.1172 105 21.70 

150 × 50 219.6845 105 21.92 

本文方法 

60 × 20 193.8860 37 0 

90 × 30 198.7850 39 0 

150 × 50 202.3889 40 0 

 
与算例 1 相类似，表 3 和表 4 分别为采用经典的 SIMP 方法与本文改进方法的拓扑对比结果，从结

果可以看出，采用本文所提出的混合式方法能够有效抑制灰度单元的产生，灰度单元完全消失且没有网

格依赖性，可获得非常清晰的拓扑轮廓。同时还可看出，本文方法较经典 SIMP 方法迭代次数明显减少；

随着网格数的增加，迭代次数基本不变。 

3.3. 热传导算例 

为了进一步说明本文所述方法的有效性，以文献[15]中的热传导算例进行了对比分析。如图 6 所示为

结构加载示意图，该结构为方形，边长为 1 cm，厚度为 0.01 cm，环境的初始温度为 0 273 KT = ，左边中

点散热器温度为 0 0 KT = ，导热系数为 0.001 W/(m3∙K)，其余皆为绝热边界。 
 

 
Figure 6. Schematic diagram of heat dissipation 
structure 
图 6. 散热结构示意图 

 
分别采用经典 SIMP 和本文所述方法对其进行拓扑优化，其优化后的结果如表 5 所示，对比分析优

化结果如表 6 所示。 
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Table 5. Topology optimization results of heat dissipation structure 
表 5. 散热器拓扑优化结果 

优化方法 40 × 40 80 × 80 120 × 120 

经典 SIMP 

   

本文方法 

   
 

Table 6. Comparison of heat dissipation structure topology optimization 
表 6. 散热器拓扑优化比较 

优化方法 网格数 目标函数(柔顺度) 迭代次数 灰度单元占比% 

经典 SIMP 法 

40 × 40 464.7665 79 26 

80 × 80 7646.5806 98 32.6 

120 × 120 37802.4124 131 32.05 

本文方法 

40 × 40 682.6166 43 0 

80 × 80 12772.6530 47 0 

120 × 120 65649.5174 49 0 

 
类似于前两算例，分别采用经典 SIMP 方法与本文所提混合式方法对热传导进行比较分析，可得出

与前两算例相一致的结论。本文方法能有效消除灰度单元，同时拓扑优化迭代次数明显减少，拓扑优化

结构的边界更加清晰，过滤效果非常明显。 

4. 结论 

本文基于变密度法基本原理，以抑制灰度单元为目标，采用一种改进的 SIMP 插值函数，同时结合

传统 OC 法基础上，提出了一种将敏度过滤与灰度过滤相结合的混合式过滤方法。并将传统的基于 SIMP
插值函数的 OC 法与本文所提出的混合式方法对拓扑优化结果进行了比较分析，通过三个经典算例结果

表明，本文提出的方法可有效消除拓扑优化过程的棋盘格、灰度单元等数值不稳定性问题，不仅可以有

效抑制了灰度单元的生成，而且获得了非常清晰的拓扑优化结果，进一步验证了本文方法的有效性和实

用性。另外，本文研究方法可进一步推广到其他更加复杂的结构拓扑优化问题中。针对具体工程领域如

增材制造等，探讨更加合理高效的拓扑优化求解策略将是未来拓扑优化发展方向及研究重点。 
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