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Abstract 
To study the optimal control strategy of the main reduction phase and quick adjustment phase in 
the process of Chang’e-3 soft landing, we established the optimal model for these two phases ac-
cording to the Newton’s second law. The error analysis and sensitivity analysis were made to show 
the efficiency of the method used in this paper. 
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摘  要 

研究嫦娥三号(CE-3)软着陆过程中的主减速段和快速调整段这两个阶段的最优控制策略，根据牛顿第二

定律，建立针对这两个阶段的燃耗最优模型，得到最优控制策略。误差分析和敏感性分析说明了本文所

用方法的有效性。 
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1. 引言 

2013 年 12 月 14 日，嫦娥三号(CE-3)在月球表面实现软着陆，这是 1976 年后人类探测器首次落月探

测，对人类科学考察月球资源、环境具有重大意义[1]-[3]。 
CE-3 的软着陆过程是指 CE-3 从近月点降落到月面的过程，共分为 6 个阶段(图 1)： 
1) 主减速段：从距离月面 15 km 减少到 3 km，实现 CE-3 减速； 
2) 快速调整段：距月面 3 km 到 2.4 km，在 2.4 km 处将水平速度减为 0 m/s，期间调整姿态，使发动

机推力竖直向下； 
3) 粗避障段：距月面 2.4 km 到 100 m，主要避开大的陨石坑，拍照获得数字高程图，并初步确定落

月地点； 
4) 精避障段：距月面 100 m 到 30 m，CE-3 拍照获得数字高程图，确定最佳着陆地点； 
5) 缓速下降段：距月面 30 m 到 4 m，实现在距月面 4 m 处速度降为 0 m/s； 
6) 自由落体段：距月面 4 m 到月面，此阶段 CE-3 关闭发动机，自由落体到精确的落月点。 
以上6个阶段的研究方法都不尽相同，其中主减速段和快速调整段主要实现了CE-3减速和姿态调整，

使 CE-3 基本调整到预定着陆点上方，因此对这两个阶段的研究是对整个软着陆过程研究的关键内容。目

前对软着陆过程的研究中，和兴锁等[4]给出最优推力控制方向的计算公式，周净扬等[5]将问题转化为两

点边值问题，利用 Pontryagin 极大值原理，得到发动机推力的最优控制律。还有多名学者[6]利用 Simulink 
 

 
Figure 1. Chang’e-3 soft landing process 
图 1. 嫦娥三号月球软着陆过程示意图 
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软件进行轨迹仿真，等等。这些方法都是针对软着陆整体过程进行研究的，忽略了软着陆不同阶段研究

方法不尽相同的事实，没有对主减速段和快速调整段的进行专门研究。 
本文针对 CE-3 软着陆的主减速段和快速调整段，基于牛顿第二定律，燃耗最优原则，建立起这两个

阶段 CE-3 的数学模型，给出针对两个阶段的最优控制策略。 

2. 最优控制策略研究 

最优控制策略是指达到燃耗最少、轨道与实际最相符这两个目标的控制策略。文献[7]指出主减速段

和快速调整段 CE-3 不仅受月球引力，而且也受自身多台发动机的推力。推力方向和大小会随实际需要做

微小调整，引力方向和大小也会随着 CE-3 轨迹的变化有微小变动。为了简化问题，在实际情况允许的范

围内，本文做出如下假设： 
(A1) 嫦娥三号在软着陆的主减速段和快速调整阶段的受力状态相同； 
(A2) 在主减速和快速调整阶段发动机推力 f 方向恒定，大小可变； 
(A3) 月球对 CE-3 的引力恒定(即：CE-3 所受重力恒定)； 
(A4) 不考虑月球自转对轨迹的影响。 
文献[7]指出 CE-3 在主减速阶段的开始点速度方向水平，大小为近月速度。故这两个阶段 CE-3 做初

速度水平，受恒力的类平抛运动，且水平方向 CE-3 所受合力方向与初速度方向相反，竖直方向 CE-3 所

受合力指向月球。 
由假设(A1)~(A4)和以上的分析，主减速段和快速调整段 CE-3 的受力分析见图 2。 
图中发动机推力大小为 ef v m=  ，该力与水平方向夹角为θ ， ev 是比冲(单位米/秒)，m 是单位时间燃

料消耗(单位：公斤)。 
由牛顿第二定律，对 CE-3 的受力沿水平 x 方向和竖直 y 方向分解，分别取水平向右和竖直向下为水

平、竖直方向的正方向，有如下结果： 

cos
sin

mx f
my mg f

θ
θ

= −
 = −





 

式中 m是 CE-3 的质量，随时间间 t 的增大而减少。 
整理得： 
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e

e
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根据假设(A2)，θ 方向不变。取T 为经历这两个阶段共需要的时间，在区间 [ ]0,T 上，沿 x 方向两次

对 t 积分，有 

0 0
cos dx

T
x e

m tv
m

v v θ− = − ∫


 

式中， xv 为水平末速度 0，
0xv 为水平初速度 0v−  ( 0v 方向与正方向相反，故符号取负)，由此得 

0
0 cos lne

T

v
m

v
m

θ=                                     (1) 

式中 Tm 表示这两个阶段结束后 CE-3 的质量，即：CE-3 的剩余质量。 
在区间 [ ]0,T 上，沿 y 方向两次对 t 积分，并用 H 表示这两个阶段的高度差，即 y 从 0 时刻的高度到 
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Figure 2. Force analysis of Chang’e-3 in the main reduction phase and quick 
adjustment phase 
图 2. 嫦娥三号在主减速阶段和快速调整阶段受力分析 

 
T 时刻的高度变化(高度由高降到低的变化)，有 

2 01 sin ln
2 e

T

m
H gT T v

m
θ− = − ⋅  

即： 
0 1ln sin

2e
T

m Hv gT
m T

θ = +                                 (2) 

将式(1)平方后与式(2)平方后相加，得： 
2 2

20
0

1ln
2e

T

m Hv gT v
m T

   = + +   
  

                              (3) 

由于
1 12 2
2 2

H HgT gT Hg
T T
+ ≥ × = ，所以使等式右端取值最大的T 值为

2 124.212 sHT
g

∗ = = ，

此时嫦娥三号剩余质量 Tm 最大，为 
2
02

0e e

Hg v
v

Tm m
+

−

=                                        (4) 

式(4)就是针对主减速段和快速下降段所建立的燃耗最优模型。 

3. 相关数据和参数的选取和计算 
根据文献[7]，相关参数取值为：初始速度 0 1692 m sv = ，初始质量 0 2400 kgm = ，发动机比冲

2940 m sev = ，主减速和快速下降段的高度差 12600 mH = ，月球表面重力加速度 21 9.8 m s
6

g = × 。 

代入参数值到模型(4)中，求出最大剩余质量 1344.2 kgTm = 。 

此时，嫦娥三号的推力为 0 24989.95 m sT
e e

m m
f v m v

T ∗

− = × = × = 
 

 。根据假设(A2)，该力为恒力，

水平分力为 cosf θ 亦为恒定值，所以水平方向可以看做速度由 0v 减为 0 的匀减速运动，加速度

20 13.621 m s
v

a
T ∗= = ，由 cos Tf m aθ = ，得 42.885θ = 。 

故主减速和快速调整段的最优控制策略是发动机推力大小恒为 24989.95 N，方向与轨迹方向相反且

与水平方向夹角为 42.885。 

4. 敏感性分析和误差检验  
根据上述研究结果，主减速阶段和快速调整阶段建立的数学模型是式(4)。在该模型中，取月球表面
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重力加速度 29.8 m s
6

g = ，比冲 2940 m sev = ，主要讨论燃料初始质量 0m 、主减速段初至快速调段末的

高度差 H 、近月点的速度 0v 三者在它们的估计值附近存在微小变化时对问题结论的影响[8]。 

① 初始速度 0v  
固定 0 2400 kgm = ， 12600 mH = ，分析 0v 的变化对最终剩余质量的影响，这时模型 1 变为

2
041160

29402400e
v

Tm
+

−
= 。 

令参数 0v 在估计值 1962 上下各改变 1%和 5%，计算剩余燃料质量，数值结果见表 1。 

Tm 随参数 0v 变化的敏感度，记为 ( )0,TS m v 。代入相关参数值，模型(4)为： 
2
041160

29402400e
v

Tm
+

−
=  

在 0 1692v = 时， Tm 关于 0v 的敏感度为： 

( )
0

0
0

0 1692

d
, 0.571

d
T

T
T v

vmS m v
v m

=

= ⋅ = −  

它表明初始速度每降低 1%将导致剩余燃料质量增加 0.571%，表明剩余燃料质量对初始速度的敏感

性很低。 
② 垂直高度 H  
固定 0 2400 kgm = ， 0 1692 m sv = ，分析 H 的变化对 Tm 的影响。令参数 H 在估计值 12600 mH = 上

下各改变 1%和 5%，分别估计剩余燃料质量，数值结果见表 2。 

此时高度差与剩余燃料质量的关系为
2862864

29402400e
H

Tm
+

−
= ，所以在 12600 mH = 附近，H 关于 Tm 的

灵敏度为： 

( )
12600

d
, . 0.0048

d
T

T
T H

m HS m H
H m

=

= = −  

结果表明，高度差每增加 1%，剩余燃料的质量减少 0.0048%，表明剩余燃料质量对高度差的敏感性

非常低。 
③ 初始质量 0m  
固定主减速阶段 12600 mH = 、 0 1692 m sv = ，分析 0m 的变化对 Tm 的影响。此时，模型为 00.56Tm m= ，

令参数 0m 在估计值 2400 上下各改变 1%和 5%，分别估计剩余燃料质量，得到数值如表 3。 
此时 CE-3 初始质量与剩余质量的关系为 00.56Tm m= ，所以在 0 2400m = 附近， 0m 。 
关于 Tm 的灵敏度为： 

( )
0

0
0

0 2400

d
, 0.999

d
T

T
T m

mmS m v
m m

=

= ⋅ =  

结果表明，飞船初始质量每增加 1%，剩余燃料的质量增加 0.999%，说明剩余燃料质量对初始质量 
 
Table 1. Sensitivity analysis of initial velocity v0 
表 1. 初始速度 v0敏感性分析 

v0 1607.4 1675.1 1692.0 1708.92 1776.6 

mT 1383.2 1352.0 1344.2 1336.6 1306.4 

% 2.40 0.58 0 −0.57 −2.81 
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Table 2. Sensitivity analysis of vertical height H 
表 2. 垂直高度 H 敏感性分析 

H 11970 12474 12600 12726 13230 

mT 1344.5 1344.3 1344.2 1344.1 1344.0 

% 0.022 0.007 0 −0.007 −0.014 

 
Table 3. Sensitivity analysis of initial mass m0 
表 3. 初始质量 m0敏感性分析 

m0 2280 2376 2400 2424 2520 

mT 1276.8 1330.6 1344.2 1357.4 1370.9 

% −2.01 −1.01 0 0.98 1.98 

 

的敏感性非常低。 
另外，模型 1 所得结论合理，和文献[7]相关结论吻合，可认为误差比较小，相关结论是可靠的。 
本文误差主要产生在假设部分，假设(A2)认为发动机推力 f 方向恒定，实际操作中 f 方向是有微小变

化的，故产生误差。具体误差大小还要在以后继续进行研究。 

5. 结论 

本文针对嫦娥三号主减速和快速下降这两个飞行阶段，忽略了非重点因素的影响，提出适当合理的

假设，构建了理论模型来解决燃耗最优问题。模型得出的最终结果与实际资料相吻合，误差及敏感性分

析的结果表明计算结果是可以接受的。但是，本文在忽略了其它阶段的研究，其进一步的工作还需要在

将来的研究中继续进行。 
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