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摘  要 

地下水污染中危害最大的是有机污染，因此研究有机污染行为特征十分重要。本文分别建立有机污染物

中对流、弥散及吸附的微分方程，再基于质量守恒方程建立能够描述有机污染物浓度变化的一维对流–

弥散–吸附微分方程，再借助有限差分的数学方法求解。通过等高线图与三维图可视化初始浓度随着时

间变化的情况，发现初始时刻，有机污染物在系统中心的浓度最高，随着时间推移，浓度逐渐在河流–

地下水系统中传播、扩散和吸附而降低。 
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Abstract 
The most harmful groundwater pollution is organic pollution, so it is very important to study the 
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behavioral characteristics of organic pollution. In this paper, the differential equations of convec-
tion, dispersion and adsorption of organic pollutants are established respectively, and then the 
one-dimensional convection-dispersion-adsorption differential equations describing the changes 
in the concentration of organic pollutants are established on the basis of the mass conservation 
equation, and then solved with the help of the finite-difference mathematical method. By visualiz-
ing the initial concentration over time through contour graphs and three-dimensional graphs, it 
was found that at the initial moment, the concentration of organic pollutants was highest at the 
center of the system. Over time, the concentration gradually decreased through propagation, dis-
persion and adsorption in the river-groundwater system. 
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1. 引言 

河流对地下水有着直接的影响，当河流补给地下水时，河流一旦被污染，就容易导致地下水以及紧

依河流分布的傍河水源地将受到不同程度的污染，这将会严重影响工农业的正常运作、社会经济的发展

和饮水安全。其中，在地下水污染中最难治理和危害最大的是有机污染，因此对有机污染物在河流地下

水系统中的行为特征进行研究具有十分重要的理论意义和实际价值。此外，已有研究表明在河流地下水

系统中有机污染物的行为特征主要涉及对流迁移、水动力弥散、吸附及阻滞等物理过程、化学反应过程

以及生物转化过程等。 
生物降解是一种重要的环境过程，涉及有机物在自然界中被微生物分解和降解的过程。解流–弥散

–吸附微分方程是用来描述这一过程的一种数学模型。首先，研究者需要建立适当的数学模型来描述生

物降解过程。这个模型通常会涉及到对有机物在土壤或水体中的传输(流)、分散(弥散)和微生物的吸附与

分解过程的数学描述。建立模型通常需要考虑多种参数，如生物降解速率、生物降解产物的生成速率等。

研究需要采集实验数据来验证模型的准确性和可靠性[1]。这些实验可以包括在控制条件下监测有机物降

解的速率和微生物的活动水平。实验数据通常用于模型参数的校准和验证。一旦建立了模型并获得了实

验数据，研究者可以使用数值方法来模拟生物降解过程。这通常涉及到解流–弥散–吸附微分方程的数

值解，以预测有机物在不同环境条件下的降解速率和分布。参数敏感性分析有助于确定哪些参数对于生

物降解过程的模拟结果影响最大。这可以帮助研究者更好地理解模型的行为并优化参数值[2]。生物降解

模拟的应用领域广泛，包括土壤污染修复、废水处理等。相关工作可能会关注特定应用领域，研究如何

优化生物降解过程以提高有机物的去除效率。对于一些环境工程项目，需要进行环境影响评估，以确定

生物降解对环境的长期影响。这可能需要进行长期的模拟和监测工作[3]。 
总之，生物降解后对流–弥散–吸附微分方程的模拟与研究是一个复杂而多领域的研究领域，涉及

到数学建模、实验研究和环境工程应用等多个方面。这一研究有助于更好地理解和管理环境中的生物降

解过程，以减轻环境污染和改善生态系统健康。 
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2. 模型的建立 

2.1. 对流、弥散及吸附微分方程的确立 

在地下水污染中最难治理和危害最大的是有机污染，其涉及的对流、弥散及吸附作用过程具有十分

重要的理论意义以及实践价值。本文通过建立有机污染浓度的一维对流、弥散及吸附微分方程模型来研

究和分析污染物浓度 C 的变化是随着对流、弥散及吸附三种行为特征所影响，通过文献分析，这三种过

程可以用一维对流、弥散及吸附的微分方程进行描述： 
C C Cv D kC
t x x

∂ ∂ ∂
= − + −

∂ ∂ ∂
                            (1) 

在上述公式中，C 表示污染物浓度，x 是一维空间距离，v 是水流速度，t 是时间，D 是弥散系数，k 是吸

附系数。方程左边是污染物浓度 C 对时间 t 进行求导，右侧三项分别表示对流过程、弥散过程以及吸附

过程对浓度变化的影响[4]。 

对流项
Cv
x

∂
−

∂
描述了由于水流的对流作用影响，污染物在 x 方向上的浓度梯度产生的浓度变化。 

弥散项
CD
x

∂
∂

描述了污染物分子的随机运动而产生的浓度变化。水流速度较小时，污染物分子运动较

活跃的情况下起主导作用。 
吸附项 kC 描述了污染物在水流中的吸附作用而减少的浓度。这项与污染物的性质和水流中的吸附物

质有关。 

2.2. 模型参数设定 

本文建立数学模型之间，需要对模型参数进行设置。假设水流速度为 v，系统的空间长度为 L，时间

长度为 T，弥散系数为 D，吸附系数为 k，时间离散化步数为 tN ，空间离散化点数为 xN 。因此，基于以

上参数，可以计算出时间步长 xdt T N= ，空间步长为 ( )1xdx L N= − 。 

2.3. 基于对流项微分方程的确立 

针对河流地下水系统中有机污染物的行为特征中的对流迁移，其含义是当含水层中的地下水存在压

力差时，水就会产生的流动，由压力高的地方向压力低的地方流动，这种现象称对流[5]。污染物以地下

水为载体，随水流一并运动的过程就是对流迁移。经过查询相关文件，我们设置对流迁移微分方程，其

公式如下： 

g g g
g g g

C C C
u v w

x y z
∂ ∂ ∂

− − −
∂ ∂ ∂

                               (2) 

其中 gu 、 gv 、 gw 为地下水中的速度分量， rC 为河流中污染物浓度， gC 为地下水中污染物浓度。 

2.4. 基于弥散项微分方程的确立 

弥散作用是污染物在地下水中迁移转化的最主要的物理过程。弥散是指多孔介质中两种流体相接触

时，某种物质从含量较高的流体中向含量较低的流体迁移，使两种流体分界面处形成过度混合带，混合

带不断发展扩大，趋向于成为均质的混合物质，即为所谓的弥散现象，形成的作用称为弥散作用[6] [7] [8] 
[9]。经过查询相关文件，我们设置对流迁移微分方程，其公式如下： 

2 2 2

2 2 2
g g g

g

C C C
D

x y z
 ∂ ∂ ∂

+ +  ∂ ∂ ∂ 
                                   (3) 
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其中 gC 为地下水中污染物浓度， gD 为地下水中的弥散系数。 

2.5. 基于吸附项微分方程的确立 

吸附作用是描述有机污染物与土壤或岩石颗粒表面之间的相互作用。吸附通常使用等温吸附模型。

经过查询相关文件，我们设置对流迁移微分方程，其公式如下： 

( )f s gk C C−                                     (4) 

[ ] [ ]( )1, ,C i j C i jC
t dt

+ −∂
≈

∂
                            (5) 

其中 fk 为吸附速率常数， sC 为饱和吸附浓度， gC 为地下水中污染物浓度。 

3. 最终微分方程模型的离散化和求解 

在建立本次数学模型的过程中，求解微分方程是该模型最重要的环节。该求解结果能够很好的揭示

了有机污染物浓度在河流–地下水系统中的分布和变化情况[10]。本文决定采用有限差分法对对流、弥散

及吸附微分方程模型进行求解。 
为了对微分方程进行有限差分，首先需要对其进行离散化，将空间 x 和时间 t 离散化为一系列的网

格点，其中空间步长为 dx，时间步长为 dt。因此，对于任意网格点 ,i j )，其对应空间和时间坐标分别为

x jdx= 和 t idt= 。对此，分别对空间和时间分别求导[11]。 
对于时间导数，采用前向差分格式，其公式如下： 

[ ] [ ]1, ,C i j C i jC
t dt

+ −∂
≈

∂
                              (5) 

对于空间导数，采用中心差分格式，其公式如下： 

[ ] [ ], 1 , 1
2

C i j C i jC
x dx

+ − −∂
≈

∂ ∗
                              (6) 

[ ] [ ] [ ]2

2 2

, 1 2 , , 1C i j C i j C i jC
x dx

+ − ∗ + −∂
≈

∂
                          (7) 

[ ] [ ]
[ ] [ ]( )( )

[ ] [ ] [ ]( ) [ ]
*

, 1 , 1
1, ,

2
, 1 2 , , 1

,

dt u C i k C i j
C i j C i j

dx
D C i j C i j C i j

k C i j
dx

∗

∗

∗ − + − −
+ = +

+ − + −
+ −

                  (8) 

基于上述公式，本文将差分格式代入方程(1)，可以得到离散方程。通过迭代方法对微分方程进行求

解[12]。在每一个时间步数中，依据上一个时间步的浓度分布，再通过对流、弥散及吸附微分方程计算公

式，计算每个空间点上的浓度变化，最后达到更新浓度分布的目的。具体迭代过程的递推公式如下： 

[ ] [ ]
[ ] [ ]( )( )

[ ] [ ] [ ]( ) [ ]
*

, 1 , 1
1, ,

2
, 1 2 , , 1

,

dt u C i k C i j
C i j C i j

dx
D C i j C i j C i j

k C i j
dx

∗

∗

∗ − + − −
+ = +

+ − + −
+ −

                  (8) 

再将公式(6)的导数用有限差分格式来近似求解，得到对应的离散方程。而公式(9)是求解微分方程的

核心公式，公式如下所示： 
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( ) ( )
{ }( ) ( )( ) ( )

{ }
_ 1 _

_
_ 1 _

k t i k t i t t i
k t k t i

t i t i
−+ − ∗ −

= +
+ −

                     (9) 

在每一个时间步数中，都会使用这个公式来更新每个空间点的浓度值。基于上述迭代公式，所需要

注意的一点是该公式需要一个初始条件，即初始时刻的浓度分布。在该数学模型中，初始浓度分布其实

是在中心位置设置了有机污染物浓度，其余位置设置的浓度均为 0。随着时间步数逐步增加，有机污染

物会在水体中扩散，并受到河流–地下河中的对流和吸附的影响[13]。 
基于边界条件，本文假设系统的边界是完全封闭的，意味着没有污染物能够通过系统的边界。因此，

在求解微分方程的过程中保证了边界上的浓度始终为 0。 
在求解过程中，本文基于 python 编程语言来编写代码，通过创建一个二维数组 C 来存储每一个时间步

数以及每一个空间点的浓度值。最后，通过双层循环来实现公式(9)的迭代过程，其中外层循环对应于时间

步，内层循环对应于空间点[14]。通过迭代求解之后，得到每个时间步和空间点的浓度值，进而通过绘制

等高线图或者三维图的形式对结果进行可视化，探究污染物在河流–地下水系统中的分布和变化情况。 

4. 结果及分析 

在本研究中，为了直观的观察模型的结果，本文采用等高线图来可视化污染物浓度随着空间和时间

的变化情况。并且通过数值分析的方法研究三种行为特征，包括对流、弥散及吸附。研究其对污染物浓

度变化的影响程度以及这些因素之间的相互作用。 
 

 
Figure 1. Contours with concentrations of 1, 4, 7, 10 
图 1. 浓度为 1、4、7、10 的等高线 
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在求解该微分方程的前提下，首先需要设定初始条件，在时间 t 为 0 的情况下，各个空间位置的污

染物浓度。接着基于上述微分方程，逐步更新每个空间步长和时间步长点的污染物浓度[15]。接着以三维

图形式或等高线图等方式对模型结果进行可视化，可以直观地观察污染物浓度随着空间变化和时间变化

情况。分析各个因素对污染物浓度的影响。最后，为污染控制和治理提供科学依据。 
总的来说，对流–弥散–吸附微分方程是一个非常重要的工具，可以帮助理解和预测有机污染物在

河流–地下水系统中的运移以及分布。同时，也需要注意的是该微分方程模型是较理想化的一个模型，

实际情况会受许多其它因素影响。如污染物的生物降解、地下水的非均质性、水流的湍流效应等各种影

响。因此，基于该微分方程模型，需要结合实际情况，对模型进行适当调整和改进。 
如图 1 所示，上述四个图分别表示浓度为 1、4、7、10 四种不同情况的等高线图，以浓度 1 为例，

横轴表示空间位置，纵轴表示时间。颜色编码表示浓度的不同级别，其中颜色越深代表浓度越高。图片

展示了模拟过程中有机污染物浓度的变化。初始时刻，有机污染物在系统中心的浓度为最高，通过时间

的推移，浓度逐渐在河流–地下水系统中传播、扩散和吸附。较高的水流速度、较小的弥散系数和吸附

系数将导致有机污染物在空间上更迅速地传输和移除。通过观察图片，可以了解有机污染物的扩散和吸

附行为以及浓度随时间和空间的变化趋势。这有助于评估污染物传输的速率、范围和影响，并为环境管

理和污染治理提供重要信息。 
 

 
Figure 2. Three-dimensional plots for concentrations of 1, 4, 7 and 10 
图 2. 浓度为 1、4、7、10 的三维图 
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如图 2 所示，上述四个图分别表示浓度为 1、4、7、10 四种不同情况的三维图，以浓度 1 为例，x
轴表示距离，y 轴表示时间，z 轴相关程度。初始时刻，有机污染物在系统中心的浓度为最高，通过时间

的推移，浓度逐渐在河流–地下水系统中传播、扩散和吸附。通过观察三维图，可以直观了解有机污染

物的扩散和吸附行为以及浓度随时间和空间的变化趋势。这有利于评估污染物传输的速率、范围和影响

以及对有机污染物的迁移和转化规律进行研究和探索。 

5. 结论 

基于生物降解后对流–弥散–吸附微分方程的模拟可以涵盖多个方面，以进一步提高我们对这一关

键环境过程的理解和应用。改进生物降解模型的准确性，以便更好地考虑有机物的复杂性和微生物群落

的多样性。这可能包括开发更复杂的模型，考虑多种生物降解机制、生物多样性和竞争过程。将微观过

程与宏观尺度的水体或土壤系统相连接，以进行多尺度模拟。这将有助于更好地理解不同空间和时间尺

度上的生物降解过程。利用高性能计算和大数据分析技术，能够处理复杂的生物降解模型，模拟更大规

模和更长时间的情景，以更全面地评估环境影响。进行更多的实验研究，以验证模型的准确性和实用性。

实验数据可用于校准和验证生物降解模型，并改进参数估计的精确性。研究气候变化对生物降解过程的

影响，以了解气温、湿度、降水等环境条件的变化如何影响生物降解速率和效率。寻找和研究新的生物

降解机制，如微生物的进化和适应能力，以及其与环境条件的相互作用。将生物降解模拟研究应用于实

际环境工程项目，如土壤污染修复、废水处理等。研究如何最好地应用模拟结果以改善环境保护和资源

管理。探讨生物降解对可持续性和生态系统恢复的潜在贡献，包括如何通过生物降解来减轻环境污染和

恢复受损生态系统。考虑社会、政策和经济因素对生物降解过程的影响。研究如何更好地整合科学研究

和环境政策，以促进环境可持续性。 
未来研究可以更深入地探讨生物降解过程的各个方面，从而更好地应对环境挑战，提高环境质量，

促进可持续发展。 
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