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摘  要 

本文研究了拉伸板上Maxwell-幂律流体薄膜的流动传热规律，基于流变学本构关系修正了速度滑移及对

流换热边界条件，分析了磁场及纳米粒子对流动的影响。利用合适的相似变换将控制方程转化为常微分

方程组，结合双参数变形展开方法(DPTEM)求得微分方程的近似解析解。通过图形揭示了各物性参数对

膜厚、速度场和温度场的影响，其中De、M和S对膜厚的影响比较明显，而DeE和φ 对膜厚几乎没有影响。

增大DeE和S有助于流体的流动，增大DeE和φ 有助于增强传热效果。 
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Abstract 
In this paper, the flow and heat transfer of Maxwell-power-law fluid film over a stretching plate 
are studied. Based on the rheological constitutive relationship, the velocity slip and convective 
heat transfer boundary conditions are modified, and the effects of magnetic field and nanoparticle 
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on the flow are analyzed. Use appropriate similar transformations to change the governing equa-
tions into ordinary differential equations. Combining the two-parameter deformation expansion 
method (DPTEM), the approximate analytical solutions of the differential equation are obtained. 
The graph reveals the influence of various physical parameters on film thickness, velocity field 
and temperature field. Among them, De, M, and S have obvious effects on film thickness, while DeE 
and φ  have almost no effect on film thickness. Increasing DeE and S helps fluid flow, and increas-
ing DeE and φ  helps to enhance the heat transfer effect. 
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1. 引言 

高聚物薄膜因其良好的性能在材料加工技术不断发展的今天得到了广泛的关注，构建基于高聚物非

牛顿流体的流变学特质的本构关系，用来描述非牛顿流体的流动传热传质行为具有重要研究价值。Chen 
[1]研究了非稳态拉伸板上的非牛顿流体薄膜的流动和传热。粘弹性流体是最常见的非牛顿流体之一，其

中最简单的粘弹性流体是具有松弛时间效应的 Maxwell 流体。起初，Khan [2]研究了收缩和拉伸板上

Maxwell 流体的薄膜流动。Hayat 等人[3]运用同伦分析方法(HAM)得到了上随体 Maxwell 磁流体通过多孔

收缩板边界层流动的解析解。随后，Nadeem 等人[4]用数值方法考虑了 Maxwell 磁流体的边界层流动。

进一步，Hayat 等人[5]分析了 Maxwell 流体的三维边界层流动和传热行为，Zhang [6]利用韦兰胶溶液的

流变学实验，建立了能同时描述剪切变薄和粘弹性的 Maxwell-幂律本构方程，讨论了以非稳态拉伸板为

界的变化厚度的 Maxwell-幂律流体的流动传热性质。 
研究表明，在聚合物中添加纳米粒子可有效提高材料的导热性能。纳米流体作为一种新的换热基质，

在化工、能源、航天航空等领域都发挥了巨大作用。纳米流体的概念由 Choi [7]在 1995 年首次提出，Fakour 
[8]与 Li [9]等人对非稳态拉伸平板上的牛顿纳米流体薄膜的流动与传热进行了研究，Malvandi [10]提出了

有关粘弹性纳米流体薄膜流动的数学模型。然而，有关 Maxwell-幂律纳米流体的传热特征至今还未见研

究。 
实际上，对于热固表面存在有热量交换，Hayat [11]与 Nayak [12]等人研究了在对流换热边界条件下

的纳米流体的传热。随后，Qayyum [13]等人在对流换热边界中考虑到与位置相关的对流换热系数，讨论

了 Jeffrey 纳米流体的流动传热问题。Khalili [14]与 Eid [15]等人考虑到与时空相关的对流换热系数，研究

了幂律纳米流体的流动传热问题。如何结合非傅里叶导热定律修正对流换热边界条件仍有待研究。 
在通常情况下，流体并不粘附于固体边界，称之为速度滑移。通过实验[16] [17]与理论分析[18]可以

证明在固液壁面之间存在速度滑移。Beavers and Joseph [19]提出了一种滑移边界条件，Andersson [20]研
究了拉伸表面上的滑移流动，Seth 与 Mishra [21]以及 Noghrehabadi [22]等人分析了在 Navier 速度滑移作

用下牛顿纳米流体的边界层流动问题，Nandy [23]讨论了可渗透拉伸板上具有 Navier 速度滑移的 Maxwell
纳米流体的非稳态流动。然而，上述非牛顿流体滑移速度的表达式仍基于牛顿流体本构方程得到的。 

针对以上研究存在的问题，本文建立了可渗透拉伸板上 Maxwell-幂律流体的流动传热边界层控制方
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程。采用相似变换将偏微分方程转化为常微分方程，并且利用双参数变形展开方法(DPTEM)进行求解。

通过图形分析了戴博拉数、磁场参数、纳米粒子的体积分数等对膜厚、速度场和温度场的影响。 

2. 模型建立 

根据流变学实验已经证实了韦兰胶水溶液符合 Maxwell-幂律本构[6]。为提高导热性能，在韦兰胶溶

液中加入 SiO2 纳米粒子，制备 Maxwell-幂律纳米流体，相关物性参数见表 1。考虑可渗透拉伸板上

Maxwell-幂律纳米流体薄膜的流动传热问题。假定拉伸板以笛卡尔坐标原点为起点，物理模型如图 1 所

示。 
 
Table 1. Related physical parameters of base fluid and nanoparticles 
表 1. 基液和纳米粒子的相关物性参数 

 Ρ [kg/m3] Cρ [J/(kg·K)] μ n 

韦兰胶溶液 99 4200 0.67 0.43 

SiO2 2320 99 / / 

 

 
Figure 1. Physical schematic 
图 1. 物理示意图 

 
可渗透拉伸板以 uw = bx 的速度沿 x 轴方向从窄缝中拉出，拉伸板温度为 0w refT T T dbx= − ，其中 T0

是窄缝温度，Tref 是正常参考温度，b 为拉伸速率，d 是一个常数。y 轴垂直于拉伸板的方向。考虑磁场效

应对流体速度的影响。 
Maxwell-幂律本构方程为： 

11 ,nD
Dt

λ µγ − + = 
 

S A                                    (1) 

其中 λ表示松弛时间参数，S 是应力张量，μ表示流体的粘度系数，γ是剪切速率，A 为里夫林–埃里克

森张量， D Dt 表示上随体导数。 
根据质量守恒、动量守恒定律，可得如下连续性方程和 Maxwell-幂律流体的动量方程： 
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其中 u 和 v 分别表示流体在 x 和 y 方向上的速度分量，μnf 表示纳米流体粘度，ρnf 表示纳米流体密度，σ
表示电导率，B 表示磁场。 

依据动量守恒与能量守恒的比拟原理，引入如下具有幂律导热系数的 Cattaneo-Christov 热通量模型

[24]： 

( )
1n

E
uV k T

t y
λ

−
∂ ∂ + + ⋅∇ − ⋅∇ + ∇ ⋅ = − ∇ ∂ ∂ 

qq V q q V q                      (4)
 

式中 λE 表示热松弛时间参数，q 表示热通量向量，k 为导热参数，T 为温度。忽略粘性耗散，可以得到如

下能量方程： 
2 2 2

2 2
2 2

1

2E

n

nf

T T u T v T v T u T T T Tu v u v u v uv u v
x y x x y y x y y x x y x y

T T
y y y

λ

α
−

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ =
 ∂ ∂ ∂ 

       (5)

 

根据 Maxwell-幂律本构方程以及 Navier 滑移的定义，在壁面 y = 0 处，修正的速度滑移边界条件为： 
1

1

n
w

w nf
uu v u uu u v u

x y x y y
λ µ λ µ

− ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
                     (6) 

其中 λ1 为滑移参数。 

壁面 y = 0 处的吸入速度为： 

0v V= −                                         (7) 

在薄膜上表面 y = h(x)处的速度满足如下条件： 

,  0h uv u
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂                                    (8) 

在壁面 y = 0 处存在对流换热，基于具有幂律导热系数的 Cattaneo-Christov 热通量模型，修正后的对

流换热边界条件为： 

( )
1

0

n
w

nf w E
TT T T Tk h T T u v v

y y x y x
λ

−  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

                 (9)
 

其中 αnf 表示纳米流体的热扩散系数。 
在薄膜上表面 y = h(x)处没有对流换热，相应的边界条件为： 

0T
y

∂
=

∂

                                       (10) 

为将控制方程转化为无量纲的常微分方程组，引入如下流函数和相似变换： 
,u y v xψ ψ= ∂ ∂ = −∂ ∂  

( )
2 1 1 2 2 1 1

1 1 1 1 1 1,
n n n n

n n n n n n
f fb v x f b v x yψ η η

− − −
−

+ + + + + += =
 

( ) ( )
2 1 1

1 1 1
0 ,

n n
n n n

ref fT T T dbx h x b v xθ η β
− −

−
+ + += − =

 

其中 β 是无量纲的薄膜厚度，将相似变换代入偏微分控制方程和边界条件中，得到速度和温度的常微分

控制方程组： 
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其中：

( ) ( ) ( )
( )

1 12

1 2
2.5
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对应的边界条件转化为： 
当 0η = 时： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 10 0 0 0 0 1 0 , 0
1 2

nn nf De f f f f f f S
n n
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当η β= 时：

 

( ) ( ) ( )0, 0, 0f fβ θ β β′ ′′= = =

 
其中： 
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 其中φ 表示纳米流体的体积分数，ρ 表示密度，ρCp 表示热容量，α 表示热扩散系数，下标 f,s 和 nf 分别

代表流体基液，纳米颗粒和纳米流体，S 表示渗透参数， De bλ= 和 E EDe bλ= 分别表示松弛时间和热松

弛时间的戴博拉数， 0pPr c kµ= 是普朗特数，Bi 是比渥数。 

3. DPTEM 方法求解 

采用双参数变形展开的方法[25]求解具有边界条件(13)的常微分方程组(11)~(12)。假设： 

( ) ( )0 , 0f a bθ′′ ′= =                                      (14) 

其中 a 和 b 表示未知常数，常微分方程中的自变量和因变量可以转化为： 

( ) ( )3 2,
2
af Fη ε ξ ε η η= + +                                  (15) 

( ) ( )2 , 1 bθ η ε ξ ε η= Θ + +                                   (16) 

η εξ=                                            (17) 
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其中 ε 是小参数，ξ 为无量纲自变量， ( ) ( ), , ,F ξ ε ξ εΘ 是关于ξ 的未知函数。 
将 ( ) ( ), , ,F ξ ε ξ εΘ 在 0ε = 附近展开成幂级数形式： 

( ) ( ) ( )0
1

, i
i

i
F F Fξ ε ξ ξ ε

∞

=

= +∑                                 (18) 

( ) ( ) ( )0
1

, i
i

i
ξ ε ξ ξ ε

∞

=

Θ = Θ + Θ∑                                 (19) 

对应的边界条件为： 

( ) ( ) ( )0, 0, 0, 0, 0, 0F F Fε ε ε′ ′′= = =                              (20) 

( ) ( )0, 0, 0, 0ε ε′Θ = Θ =                                    (21) 

将方程(20)~(21)代入方程(18)~(19)，得到如下初值条件： 

( ) ( ) ( )0 0, 0 0, 0 0, 0,1,2,i i iF F F i′ ′′= = = = 

                          (22) 

( ) ( )0 0, 0 0, 0,1,2,i i i′Θ = Θ = =                                (23) 

将方程(15)~(19)代入方程(11)~(12)中，对比 ε相同次幂前的系数，根据多项式性质，使系数等于零，

可以得到一系列常微分方程，根据初值条件 (22)~(23)可以得到 ( ) ( ),i iF ξ ξΘ 的表达式，进而得到

( ) ( ), , ,F ξ ε ξ εΘ 的表达式，根据方程(15)~(17)，可以得到 ( ) ( ),f η θ η 的表达式。根据边界条件(13)确定常

数 a 和 b 的值。 

4. 结果与讨论 

采用双参数变形展开的方法得到了微分方程的近似解析解。并且，通过图形分析了各物性参数对速

度场和温度场的影响。 
图 2 给出了戴博拉数 De 对速度场的影响，由图 2 可知，随着 De 的增加流体速度增加，膜厚减小。 
 

 

Figure 2. Influence of De on the velocity field ( )f η′  

图 2. De 对速度的影响 ( )f η′  
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图 3 显示了磁场参数 M 对速度的影响，随着 M 的增大，在磁场作用下的洛伦兹力阻碍了流体的流动，

流动速度减小。 
 

 
Figure 3. Influence of M on the velocity field ( )f η′  

图 3. M 对速度的影响 ( )f η′  

 
图 4 反映了渗透参数 S 变化时对速度的影响，随着 S 的减小，流体在重力作用下的动量越小，流体

的流速也随之减小。渗透能力越强，膜厚越薄。 
 

 
Figure 4. Influence of S on the velocity field ( )f η′  

图 4. S 对速度的影响 ( )f η′  

 
图 5 揭示了戴博拉数 DeE 对温度场的影响，DeE 的增加有助于流体温度的升高，但对膜厚的影响很

微弱。 
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Figure 5. Influence of DeE on the temperature field ( )f η′  

图 5. DeE对温度的影响 ( )f η′  

 
图 6 表明了纳米粒子的体积分数对温度场的影响，随着体积分数的增大，温度也随之增加，这是由

于在靠近薄膜上表面时，θ(η)是参数φ 的增函数，而在薄膜上表面的对流换热影响很小，所以温度会呈现

增加的趋势。 
 

 

Figure 6. Influence of φ  on the temperature field ( )f η′  

图 6. φ 对温度的影响 ( )f η′  

5. 总结 

本文针对具有 Maxwell-幂律本构的流体考虑了相应的速度滑移及对流换热边界条件来描述其流动传

热行为，并且利用巧妙的相似变换将控制方程转化为常微分方程，结合双参数变形展开方法与基函数方
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法(DPTEM-BF)进行求解。De、M 和 S 对膜厚影响十分显著，而 DeE 和φ 对膜厚几乎没有影响。增大 De
和 S 有助于流体的流动，增大 DeE 和φ 有助于增强传热效果。 

基金项目 

国家自然科学基金项目 (No. 12102032)，北京市自然科学基金–北京市教委联合项目基金

(KZ201810016018)，北京建筑大学青年教师科研能力提升计划(X21027)。 

参考文献 
[1] Faraz, N. and Khan, Y. (2018) Thin Film Flow of an Unsteady Maxwell Fluid over a Shrinking/Stretching Sheet with Va-

riable Fluid Properties. International Journal of Numerical Methods for Heat & Fluid Flow, 28, 1596-1612.  
https://doi.org/10.1108/HFF-12-2017-0498  

[2] Hayat, T., Abbas, Z. and Ali, N. (2008) MHD Flow and Mass Transfer of a Upper-Convected Maxwell Fluid Past Apor-
ous Shrinking Sheet with Chemical Reaction Species. Physics Letters A, 372, 4698-4704.  
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2008.05.006  

[3] Nadeem, S., Haq, R.U. and Khan, Z.H. (2014) Numerical Study of MHD Boundary Layer Flow of a Maxwell Fluid Past a 
Stretching Sheet in the Presence of Nanoparticles. Journal of the Taiwan Institute of Chemical Engineers, 45, 121-126.  
https://doi.org/10.1016/j.jtice.2013.04.006  

[4] Hayat, T., Kiyani, M.Z., Ahmad, I. and Ahmad, B. (2017) On Analysis of Magneto Maxwell Nano-Material by Surface 
with Variable Thickness. International Journal of Mechanical Sciences, 131-132, 1016-1025.  
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.08.022  

[5] Hayat, T., Muhammad, T., Shehzad, S.A. and Alsaedi, A. (2015) Three-Dimensional Boundary Layer Flow of Maxwell 
Nanofluid: Mathematical Model. Applied Mathematics and Mechanics, 36, 747-762.  
https://doi.org/10.1007/s10483-015-1948-6  

[6] Zhang, Y., Zhang, Y., Bai, Y., Yuan, B. and Zheng, L.C. (2021) Flow and Heat Transfer Analysis of a Max-
well-Power-Law Fluid Film with Forced Thermal Marangoni Convective. International Communications in Heat and 
Mass Transfer, 121, Article ID: 105062. https://doi.org/10.1016/j.icheatmasstransfer.2020.105062  

[7] Choi, S.U.S. (1995) Enhancing Thermal Conductivity of Fluids with Nanoparticles. The Proceedings of the 1995 ASME 
International Mechanical Engineering Congress and Exposition, Vol. 66, San Francisco, 12-17 November 1995, 
99-105. 

[8] Fakour, M., Rahbari, A., Khodabandeh, E.D. and Ganji, D. (2018) Nanofluid Thin Film Flow and Heat Transfer over an 
Unsteady Stretching Elastic Sheet by LSM. Journal of Mechanical Science and Technology, 32, 177-183.  
https://doi.org/10.1007/s12206-017-1219-5  

[9] Li, J., Liu, L., Zheng, L.C. and Bin-Mohsin, B. (2016) Unsteady MHD Flow and Radiation Heat Transfer of Nanofluid 
in a Finite Thin Film with Heat Generation and Thermophoresis. Journal of the Taiwan Institute of Chemical Engi-
neers, 67, 226-234. https://doi.org/10.1016/j.jtice.2016.07.022  

[10] Sandeep, N. and Malvandi, A. (2016) Enhanced Heat Transfer in Liquid Thin Film Flow of Non-Newtonian Nanoflu-
ids Embedded with Graphene Nanoparticles. Advanced Powder Technology, 27, 2448-2456.  
https://doi.org/10.1016/j.apt.2016.08.023  

[11] Hayat, T., Hussain, A. and Mustafa, M. (2017) Nanofluid Flow through a Porous Space with Convective Conditions and 
Heterogeneous-Homogeneous Reactions. Journal of the Taiwan Institute of Chemical Engineers, 70, 119-126.  
https://doi.org/10.1016/j.jtice.2016.11.002  

[12] Nayak, M.K. (2017) MHD 3D Flow and Heat Transfer Analysis of Nanofluid by Shrinking Surface Inspired by Ther-
mal Radiation and Viscous Dissipation. International Journal of Mechanical Sciences, 124-125, 185-193.  
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.03.014  

[13] Qayyum, S., Hayat, T., Alsaedi, A. and Ahmad, B. (2017) Magnetohydrodynamic (MHD) Nonlinear Convective Flow of 
Jeffrey Nanofluid over a Nonlinear Stretching Surface with Variable Thickness and Chemical Reaction. International 
Journal of Mechanical Sciences, 134, 306-314. https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.10.012  

[14] Khalili, S., Tamim, H., Khalili, A. and Rashidi, M.M. (2015) Unsteady Convective Heat and Mass Transfer in Pseudop-
lastic Nanofluid over a Stretching Wall. Advanced Powder Technology, 26, 1319-1326.  
https://doi.org/10.1016/j.apt.2015.07.006  

[15] Eid, M.R. and Mahny, K.L. (2017) Unsteady MHD Heat and Mass Transfer of a Non-Newtonian Nanofluid Flow of a 
Two-Phase Model over a Permeable Stretching Wall with Heat Generation/Absorption. Advanced Powder Technology, 

https://doi.org/10.12677/mp.2021.116014
https://doi.org/10.1108/HFF-12-2017-0498
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2008.05.006
https://doi.org/10.1016/j.jtice.2013.04.006
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.08.022
https://doi.org/10.1007/s10483-015-1948-6
https://doi.org/10.1016/j.icheatmasstransfer.2020.105062
https://doi.org/10.1007/s12206-017-1219-5
https://doi.org/10.1016/j.jtice.2016.07.022
https://doi.org/10.1016/j.apt.2016.08.023
https://doi.org/10.1016/j.jtice.2016.11.002
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.03.014
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.10.012
https://doi.org/10.1016/j.apt.2015.07.006


吴永发 等 
 

 

DOI: 10.12677/mp.2021.116014 118 现代物理 
 

28, 3063-3073. https://doi.org/10.1016/j.apt.2017.09.021  
[16] Churaev, N.V., Sobolev, V.D. and Somov, A.N. (1984) Slippage of Liquids over Lyophobic Solid Surfaces. Journal of 

Colloid & Interface Science, 97, 574-581. https://doi.org/10.1016/0021-9797(84)90330-8  
[17] Craig, V.S.J., Neto, C. and Williams, D.R.M. (2001) Shear-Dependent Boundary Slip in an Aqueous Newtonian Liquid. 

Physical Review Letters, 87, Article ID: 054504. https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.87.054504  
[18] Thompson, P.A. and Troian, S.M.A. (1997) A General Boundary Condition for Liquid Flow at Solid Surfaces. Nature, 

389, 360-362. https://doi.org/10.1038/38686  
[19] Beavers, G.S. and Joseph, D.D. (1967) Boundary Condition at Naturally Permeable Wall. Journal of Fluid Mechanics, 

30, 197-207. https://doi.org/10.1017/S0022112067001375  
[20] Andersson, H.I. (2002) Slip Flow Past a Stretching Surface. Acta Mechanica, 158, 121-125.  

https://doi.org/10.1007/BF01463174  
[21] Seth, G.S. and Mishra, M.K. (2017) Analysis of Transient Flow of MHD Nanofluid Past a Non-Linear Stretching Sheet 

Considering Navier’s Slip Boundary Condition. Advanced Powder Technology, 28, 375-384.  
https://doi.org/10.1016/j.apt.2016.10.008  

[22] Noghrehabadi, A., Pourrajab, R. and Ghalambaz, M. (2012) Effect of Partial Slip Boundary Condition on the Flow and 
Heat Transfer of Nanofluids Past Stretching Sheet Prescribed Constant Wall Temperature. International Journal of Ther-
mal Sciences, 54, 253-261. https://doi.org/10.1016/j.ijthermalsci.2011.11.017  

[23] Nandy, S.K. (2015) Unsteady Flow of Maxwell Fluid in the Presence of Nanoparticles toward a Permeable Shrinking 
Surface with Navier Slip. Journal of the Taiwan Institute of Chemical Engineers, 52, 22-30.  
https://doi.org/10.1016/j.jtice.2015.01.025  

[24] Christov, C.I. (2009) On Frame Indifferent Formulation of the Maxwell-Cattaneo Model of Finite Speed Heat Conduc-
tion. Mechanics Research Communications, 36, 481-486. https://doi.org/10.1016/j.mechrescom.2008.11.003  

[25] Zhang, Y., Yuan, B., Bai, Y., Cao, J.Y. and Shen, Y.P (2018) Unsteady Cattaneo-Christov Double Diffusion of Ol-
droyd-B Fluid Thin Film with Relaxation-Retardation Viscous Dissipation and Relaxation Chemical Reaction. Powder 
Technology, 338, 975-982. https://doi.org/10.1016/j.powtec.2018.07.049 

https://doi.org/10.12677/mp.2021.116014
https://doi.org/10.1016/j.apt.2017.09.021
https://doi.org/10.1016/0021-9797(84)90330-8
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.87.054504
https://doi.org/10.1038/38686
https://doi.org/10.1017/S0022112067001375
https://doi.org/10.1007/BF01463174
https://doi.org/10.1016/j.apt.2016.10.008
https://doi.org/10.1016/j.ijthermalsci.2011.11.017
https://doi.org/10.1016/j.jtice.2015.01.025
https://doi.org/10.1016/j.mechrescom.2008.11.003
https://doi.org/10.1016/j.powtec.2018.07.049

	拉伸板上Maxwell-幂律流体薄膜的流动传热分析
	摘  要
	关键词
	Analysis of Flow and Heat Transfer of Maxwell-Power-Law Fluid Film on Stretching Plate
	Abstract
	Keywords
	1. 引言
	2. 模型建立
	3. DPTEM方法求解
	4. 结果与讨论
	5. 总结
	基金项目
	参考文献

