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Abstract 
Using matrix theory and atomic potential energy, a criterion for the stable existence of low-dimen- 
sional materials is given, which is used to calculate the stable existence conditions of straight sin-
gle-element one-dimensional materials and flat single-element two-dimensional materials. It is 
deduced that the monoatomic carbon chain can exist stably, the flat honeycomb structure of car-
bon can exist stably, and the flat honeycomb structure of silicon and germanium cannot exist sta-
bly, which are consistent with the existing conclusions. 
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摘  要 

利用矩阵理论和原子势能，给出了低维材料稳定存在的准则，将其用于直单元素一维材料和平单元素二

维材料稳定存在条件的计算中，推导出单原子碳链能稳定存在，碳的平蜂窝状结构能稳定存在，硅和锗
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的平蜂窝状结构不能稳定存在，这与已有结论一致。 
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1. 引言 

低维材料作为一类新型材料，由于其奇异的电学、力学、光学等物理特征，以及化学特性，具有非

常好的应用前景，如：超高频电子器件，超导场效应管，高响应光电探测器等，所以目前已有许多学者

研究了低维材料的性质、制备以及应用前景[1]-[6]。但是对于低维材料的研究只能算刚刚起步，对于最基

本的问题，低维材料的存在性和稳定性判据尚不明确，哪些因素决定低维材料的存在？哪些结构的低维

材料是稳定的？我们急需发展一套理论来阐明低维材料的稳定存在的判据，为低维材料的制备提供理论

依据。 
Peierls [7]和 Landau [8]分别于 1935 年和 1937 年给出了低维晶体存在性的经典理论(PLM 理论)，文

章指出严格的低维材料在热力学极限下，不能在有限温度下稳定存在，后来 Mermin 和 Wangner 也利用

Bogoliubor 不等式证实晶序不能在低维材料中维持[9]。而事实上，不断有低维材料的成功制备并得到了

广泛的应用，上述理论预测与实验结果之间的矛盾给低维材料的研究造成了一定的困扰，2017 年王彪等

从材料所处空间的维度和尺寸对此困扰给出了解释[10]。 
近几年低维材料的存在性和稳定性的研究也有了一定的进展，2016 年 U Güngördü，Utkan et al. [11]

研究了 Skyrmion 晶格的稳定性和准二维手性磁体的对称性，2016 年 Song, T et al. [12]研究了氧化铝单层

的稳定性及其与二维材料的界面，2019 年 Chen, J. & Wang, B [13]研究了类石墨烯材料平板模型的存在准

则和有效性，2014 年孟繁臣[14]基于第一性原理研究了低维碳材料结构和稳定性，2008 年欧阳玉等[15]
研究了碳纳米管的稳定性，2005 年张晓宇[16]研究了碳纳米管稳定性，弹性性质及接触问题，给出了最

小碳纳米管直径为 0.32。Born 等[17]于 1940 年研究了三维材料的存在性准则，利用形变原子势二次型的

正定性推导出来力学存在性准则，并利用原子势能不等式的形式表达，一旦原子势的细节被了解，我们

就能确定原子是否能形成稳定的三维结构。2017 年王彪等[10]借鉴[17]研究三维材料存在性的方法研究了

低维材料的存在性准则，文章基于原子势能的能量法则建立了低维材料的存在性准则，利用此准则推导

出单/平单元素低维材料稳定存在的具体条件，用两种典型的原子势描述了低维材料的存在性准则，最后

讨论了二维屈曲蜂窝状结构的稳定性。 
本文在[10]的基础上，充分利用矩阵理论来探讨低维材料的稳定存在性，由矩阵的正定性推导低维材

料可以稳定存在的条件，从而建立低维材料的稳定存在性准则，然后具体讨论直单元素一维材料和平单

元素二维材料的稳定存在性条件。 

2. 理论基础 

2.1. 低维材料稳定存在性准则 

设Φ为晶体的总原子势能，k 和 T 分别为波尔兹曼常数以及热力学温度， vZ 是与晶格震动有关的配
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分函数，则晶格自由能可表示为： 

ln .vF kT Z= Φ −  

要使体系稳定，我们需要F处于极小值，当T足够小时，只需Φ取得极小值，而 

{ } { } { }( )1 , cos , cos ,
2

N

i
i

rφ θ ϕΦ = ∑  

其中 ( ) ( )
, , 2

, cos ,cos .
m

s L
i i s ijk ijkl i L

s k l i j L L
r rφ φ θ ϕ φ

≠ =

= +∑ ∑ ∑∑  

由原子势函数极值条件，可得原子势函数关于结构变量偏导的限制条件： 

0 0 0

0, cos , cos ,
ijk ijkl

st st
r θ ϕ

   ∂Φ ∂Φ ∂Φ  = = =        ∂ ∂ ∂     
 

下标“0”表示偏导的取值是在平衡态。晶体结构图和字母表示意义如图 1。 
 

 
Figure 1. Crystal structure diagram 
图 1. 晶体结构示意图 

 
N：总原子数； 

iΦ ：原子 i 具有的势能； 
{ }r ：所有键长的集合； 
{cos }θ ：所有键角的集合； 
{cos }ϕ ：所有扭转角的集合； 
{ }S

iφ ：最近邻相互作用； 
{ }L

iφ ：第 L 近邻相互作用； 

Sr ：最近邻原子间距； 

Lr ：第 L 近邻原子间距； 

ijkθ ：两相邻键 ikr 和 ikr 的夹角； 

ijklϕ ：原子平面 ijk 和平面 ijl 的二面角； 
m：表示第 m 近邻为做大作用距离。 
根据以上条件，我们可以求得允许存在的低维结构。 
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接下来，确定所允许的低维结构的力学稳定性条件。Born 在文[17]中指出，晶格的不稳定(熔化)主要

是由宏观(力学)不稳定造成的，对于低维材料，通过应变 ε 和曲率κ 可以确定形变原子势能。 
文[10]中指出，根据低维材料的力学稳定性条件，可得低维材料稳定存在的条件是形变原子势二次型

的是正定的，从而二次型的矩阵 M 是正定的，矩阵 M 的元素具体表达式为： 
2

,

0

,e e e eαβ γδ
αβ γδ

 ∂ Φ
Φ =   ∂ ∂ 

 

其中 ,e eαβ γδ 均表示为ε 和κ 的任意分量，具体地 
2 2 2
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2.2. 矩阵理论 

定义 1 [18]：若实数域上的 n 元二次型 ( ) ( ) T
1 2

1 1
, , ,

n n

n ij i j ij ji
i j

f x x x a x x a a X AX
= =

= = =∑∑L 是正定二次型，

则称 A 为正定矩阵．其中 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

, .

n

n

n n nn n

a a a x
a a a x

A X

a a a x

   
   
   = =
   
   
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L
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定义 2 [18]：子式 

( )

11 12 1

21 22 2

1 2

1,2, ,

i

i
i

i i ii

a a a
a a a

P i n

a a a

= =

L
L

L
M M O M

L

 

称为矩阵 ( )ij nn
A a= 的 i 阶顺序主子式。 

定理 1 [18]：设 A 是 n 阶实对称矩阵，则 A 是正定矩阵的充要条件是 A 的顺序主子式全大于零。 

推论 1 [18]：实对角矩阵
1

n

d

d

 
 
 
 
 

O 是正定矩阵的充分必要条件是 ( )0 1,2, ,id i n> = L . 

推论 2：实分块对角矩阵 1

2

0
0
D

D
 
 
 

是正定矩阵的充分必要条件是矩阵 1 2,D D 正定。 
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3. 主要结论 

利用上述方法结论，我们分别讨论直单元素一维材料和平单元素二维材料的稳定存在性准则，以下

总假设所有的键长都相等，并且不考虑边界效应。 
此时应变和曲率在能量上是解耦的，则矩阵 M 为分块对角阵，设为 

0
,

0
C

M N
D

 
=  

 
 

其中矩阵 C 和 D 的元素分别为 ,αβ γδε εΦ 和 ,αβ γδκ κΦ 。 

3.1. 直单元素一维材料的稳定存在条件 

由于直链状态下扭转项可忽略，如图2，根据总原子势能的极值条件有 

0

0,
r

∂Φ  = ∂ 
 

( )
0 0

sin 0
cos θ

θ
θ θ =π

∂Φ ∂Φ   = − =   ∂ ∂   
恒成立，所以

0cosθ
∂Φ 

 ∂ 
取值无限制。 

 

 
Figure 2. Diagram of straight chain structure 
图 2. 直链结构示意图 

 

形变原子势二次型的矩阵
0

0
C

M N
D

 
=  

 
，此时C和D退化为标量， 

根据推论1，M正定只需要 0, 0C D> > ，所以直单元素一维材料稳定存在的条件为： 
0, 0.C D> >  

根据碳原子的REBO势函数[19] [20]，有 
2

2 2 3 3 2
02

1 10 0
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∑∑ ∑∑Å Å  

所以单原子碳链能稳定存在。 

3.2.平单元素二维材料的稳定存在条件 

根据总原子势能的极值条件，考虑到晶格结构的平移对称性，平单元素二维材料有三种可能的结构，

包括蜂窝结构，正方结构，三角结构。我们只考虑蜂窝结构，如图 3，其他两种结构可以类似讨论。 

形变原子势二次型的矩阵
0

0
C

M N
D

 
=  

 
，此时M是分块对角阵，由推论2可知M正定等价于C和D都

正定。 
设 
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C D
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Figure 3. Honeycomb structure 
图 3. 蜂窝结构 

 

其中 11 22C C= ， 12 21C C= ， 
根据定理1，C正定需要其顺序主子式都大于0，可得 
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所以矩阵C正定需要满足的条件为： 
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同理矩阵D正定需要满足的条件为： 
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所以平单元素二维材料稳定存在的条件为： 
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利用碳原子REBO势，硅和锗的Tersoff势的结论[21]可知碳元素的平面蜂窝结构满足上述条件，所以

是稳定存在的，比如众所周知的石墨烯。而硅和锗的平面蜂窝结构不满足上述条件，所以是不能稳定存

在的。 

4. 结语 

本文建立了一种基于矩阵理论的低维材料稳定存在性准则，利用这个准则推导出直单元素一维材料

和平单元素二维材料稳定存在的条件，与现有结果一致。利用这个准则可以继续进行低维材料的结构预

测和分子设计，预测具有独特结构与性能的新型低维材料，为新材料的研发提供新的思路。结构预测与

设计作为材料研究与发展的重要内容之一，对低维纳米材料的研究具有重要的意义，通过从结构预测到

目标设计，可以揭示低维纳米材料中“结构”与“性能”之间的关系，寻找具有特定结构、特殊功能

的新型低维纳米材料。 
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