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Abstract 
The curvature effects on the flutter critical aerodynamic pressure were investigated. Using the 
piston theory to calculate supersonic flow, the aeroelastic equations of the shallow cylindrical 
shells were established. Two-dimensional differential quadrature method was used to discretize 
the motion equations. The curvature effects on the flutter critical aerodynamic pressures were 
studied by eigenvalue analysis. The results show that, with the increase of curvature, more and 
more low orders of frequencies are arranged in the circumferential direction, and the frequency of 
the flutter is also increased. With the increase of curvature, the critical dynamic pressure of flutter 
grows exponentially. 
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摘  要 

为研究曲率对圆柱形扁壳在超声速轴向气流中的颤振行为的影响，采用活塞理论计算超声速气动力，建

立了圆柱形扁壳的超声速气动弹性运动方程。采用二维微分求积法(DQM)离散方程，运用特征值方法分

析了不同曲率下线性系统的颤振临界动压。结果表明，在长宽比不变的情况下，随着曲率的增加，越来

越多的低阶频率在周向上分布越密集，颤振的频率也随之增大。随着曲率的增大，颤振临界动压呈指数

增长。 
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1. 引言 

圆柱形扁壳作为超声速/高超声速飞行器的一种结构形式，其颤振特性一直是气动弹性研究领域不可

忽视的重要问题。对圆柱形扁壳/大开口圆柱壳高超声速气动弹性颤振问题的研究起步较晚，相关文献并

不多。最早以圆柱形扁壳为对象的气动弹性研究始于 Anderson [1] [2]，他用 Galerkin 方法预测了一圆柱

壳块的颤振边界。Ganapathi [3]采用双曲四面体壳单元研究了层合双曲壁板的颤振临界动压及铺层方式的

影响。Algazin [4]用有限差分法求解了任意气流偏角的圆柱形扁壳和扁球壳的颤振临界动压及模态。Wang 
[5]用一种样条有限模态法及子结构法对棱柱形复合材料板/壳的颤振进行了研究，并对比他人结果，验证

了该方法的计算精度和有效性。Oh [6]用基于多场分层理论的非线性单元研究了压电圆柱形扁壳的颤振临

界动压，考虑了气动力、热和压电效应。Shin [7]用有限元方法研究了杂交复合材料粘弹性圆柱形扁壳的

颤振问题，对比了不同铺层方式对结果的影响。Singha [8]采用 16 节点的退化等参壳单元研究了曲率、铺

层方式、气流方向以及边界条件对圆柱形扁壳颤振临界动压的影响，并考虑了面内压力及剪应力等因素。 
由于圆柱形扁壳结构的复杂性和多样性，其在轴向流中发生颤振的临界动压、周向波数、颤振频率

对曲率等参数都非常敏感，目前对这一问题尚缺乏较为系统地研究。为深入了解圆柱形扁壳曲率由小到

大变化时，系统的气动弹性特性，在基于活塞理论的气动力作用下，通过建立圆柱形扁壳气动弹性运动

方程，采用二维的微分求积法离散，运用特征值方法，求解了不同曲率参数对线性系统的颤振临界动压

的影响。 

2. 圆柱形扁壳的气动弹性运动方程 

基于线性理论，在某一轴向临界流速下，壳体由于流体的动压作用会产生失稳。适用于超声速/高超

声速颤振分析的气动力理论主要有[9]线性活塞理论(Linear Piston Theory)，准定常理论(Quasisteady 
Theory)，细长体理论(Slender-body Theory)，势流理论(Exact Potential Theory)。由于活塞理论[10]的气动

力可以表述为较为简单的解析形式，因此为绝大多数的研究者所采用。一阶线性活塞理论公式 
2 1

a

q w wp
M x U t

∂ ∂ ∆ = − + ∂ ∂ 
                                 (1) 

对于圆柱壳，需要添加曲率修正项，文献[11]给出了适用于圆柱壳颤振分析的准定常活塞理论气动力

公式 
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2

22 2

22 1 1
11 2 1

a

aa a

Mq w wp w
x U tMM R M

 −∂ ∂ ∆ = − + −
 ∂ ∂−− − 

                    (2) 

其中，R 为半径。 
根据唐纳尔简化理论，大开口圆柱壳或者圆柱形扁壳只包含法向位移的小挠度振动方程，写作如下

形式[12] 
2 2

2 2
2 2

1 f wD w h p
R x t

ρ∂ ∂
∇ ∇ + + = ∆

∂ ∂
                           (3.a) 

2
2 2

2 0wEh f
R x
∂

−∇ ∇ =
∂

                                (3.b) 

其中，
2 2

2
2 2 2x R θ

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
，f 为 Airy 应力函数，

( )
3

212 1
EhD

ν
=

−
为弯曲刚度，E 为杨氏模量，ν 为泊松比， 

h 为壳的厚度，R 为圆弧半径， ρ 为材料密度，x 为轴向坐标，θ 为周向坐标，t 为时间变量，w 为径向

位移，f 为 Airy 应力函数。 
考虑四边简支的圆柱形扁壳，其边界条件可以写做下列形式 

0x = ， x L= 时， 0x xv w N M= = = =  

0θ = ， 0θ θ= 时， 0u w N Mθ θ= = = =                           (4) 

由于在振动方程中不显含变量 u 和 v，因此将 0u = 和 0v = 写成 

0 : 0;   0 : 0x x
x x

x

M Mu N v N
R R
θ θ

θ θ
θ

= + = = + =                          (5) 

式中 xN ， Nθ ， xN θ ， xNθ ， xM ， Mθ ， xM θ ， xMθ 均表示内力分量。 
将气动力公式(2)代入方程(3)，并引入下列无量纲量： 

( )

[ ]

2 2 0.5

2 2
0

2
0

0.5
0

12 1
,  ,  ,  ,  ,  ,  ,

,  

LR x w f D t
L L L D hh L

L U hu
LD h

ν θα β ε ϕ η µ τ
θ ρ

ρ ργ
ρρ

−  
= = = = = = =  

 

= =

            (6) 

其中，L 为轴向长度， 0θ 为周向角度。无量纲处理后的圆柱形扁壳气动弹性方程如下： 

( )

( )

24 4 4 2
2

4 2 2 2 2 4 4 4 2 1.52 2
0 0

2
2

22

22 1 1 1
1 1

1 0
2 1

a

a a

a

Mu u
M M

u
M

η η η µ η ηγ
α ε τε α θ ε ϕ α θ ϕ ε

ηγ η
τα

−∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + −

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − −

∂
− + =

∂−

         (7.a) 

2 4 4 4

2 4 2 2 2 2 4 4 4
0 0

2 1 0β η µ µ µ
α ε ε α θ ϕ ε α θ ϕ

 ∂ ∂ ∂ ∂
− + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                      (7.b) 

相应边界条件表示为 
0ε = ， 1ε = 时， 0v w N Mε ε= = = = ，即 
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2 21 0µ ν η
ε ϕ α ϕ ε
∂ − ∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

； 0η = ；
2

2 0µ
ϕ
∂

=
∂

；
2 2

2 2 2 2
0

0η ν η
ε α θ ϕ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

； 

0ϕ = ， 1ϕ = 时， 0u w N Mϕ ϕ= = = = ，即 
2 2 2 2

2 2 2 2 2
0

10;  0;  0;  0.µ µ η ηη ν
ε ϕ ε α θ ϕ ε
∂ ∂ ∂ ∂

= = = + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

                      (8) 

3. 二维微分求积法离散 

依据微分求积法(以下简称 DQM)二维问题的离散化方法[13]，在 0 1ε≤ ≤ ，0 1ϕ≤ ≤ 的区域内，分别

在 ε 和ϕ 方向上置入Ｎ和Ｍ个网格点，于是在平行于 ε 的任一直线 jϕ ϕ= 上， 1, 2j M=  ，函数 ( ),η ε ϕ

在网格点 ( ),i jε ϕ 处，对 ε 的一阶~四阶偏导可近似写为： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1

3 4

1 1

, ,    , ,

, ,  , .

N N

i j ik kj i j ik kj
k k

N N

i j ik kj i j ik kj
k k

A A

A A

ε εε

εεε εεεε

η ε ϕ η η ε ϕ η

η ε ϕ η η ε ϕ η

= =

= =

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑
                     (9.a) 

同样地，在任一圆弧 iε ε= 上， 1, 2i N=  ，函数 ( ),η ε ϕ 在网格点 ( ),i jε ϕ 处，对ϕ 的一阶~四阶偏导

可近似写为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1

3 4

1 1

, ,      , ,

, ,   , .

M M

i j jl il i j jl il
l l

M M

i j jl il i j jl il
l l

B B

B B

ϕ ϕϕ

ϕϕϕ ϕϕϕϕ

η ε ϕ η η ε ϕ η

η ε ϕ η η ε ϕ η

= =

= =

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑
                    (9.b) 

同理，对应力函数 µ 的各阶偏导也可以写做类似形式。其中，权系数 A 和 B 的确定参见文献[13]。 
根据式(9.a)和(9.b)，可以将无量纲形式的圆柱形扁壳气动弹性方程(7)写为下列 DQM 离散后的形式： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2
4 2 2 4

1.5 2 2 4 42 1 1 1 10 0

2 12 2
221 1

2 2 1

1

1 1 1 0
2 11

N N M M

ij ij ik kj ik jl kl jl il
k k l l

N N

ik kj ik kj ij
k k

Ma u A A B B
Ma

A u A u
MaMa

η η η η η
α θ α θ

µ γ η γ η
α α

= = = =

= =

−
+ + + + +

−

+ + − =
−−

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

 

         (10.a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 2 4
2 2 4 4

1 1 1 1 10 0

2 1 0
N N N M M

ik kj ik kj ik jl kl jl il
k k k l l

A A A B Bβ η µ µ µ
α α θ α θ= = = = =

− − − =∑ ∑ ∑ ∑ ∑             (10.b) 

边界条件的(8)的 DQM 形式如下： 

1 1
1 1 1 1

1 0
N M N M

k jl kl k jl kl
k l k l

A B A Bνµ η
α= = = =

−
+ =∑ ∑ ∑ ∑ ，

1 1 1 1

1 0
N M N M

Nk jl kl Nk jl kl
k l k l

A B A Bνµ η
α= = = =

−
+ =∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( )1, , 0j N jη η= = ， ( ) ( ),1 , 0i i Mη η= =  

( ) ( )2 2
1

1 1
0

M M

jl l jl Nl
l l

B Bµ µ
= =

= =∑ ∑ ， ( ) ( )2 2
1 ,

1 1
0

N N

ik k ik k M
k k

A Aµ µ
= =

= =∑ ∑  

( ) ( )2 2
1 12 2

1 10

0
N M

k kj jl l
k l

A Bνη η
α θ= =

+ =∑ ∑ ， ( ) ( )2 2
2 2

1 10

0
N M

Nk kj jl Nl
k l

A Bνη η
α θ= =

+ =∑ ∑  

1
1 1

0
N M

ik l kl
k l

A B µ
= =

=∑ ∑ ，
1 1

0
N M

ik Ml kl
k l

A B µ
= =

=∑ ∑  
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( ) ( )2 2
1 12 2

1 10

1 0
M N

l il ik k
l k

B Aη ν η
α θ = =

+ =∑ ∑ ， ( ) ( )2 2
, ,2 2

1 10

1 0
M N

M l il ik k M
l k

B Aη ν η
α θ = =

+ =∑ ∑              (11) 

将方程(10)写成 DQM 的矩阵形式为： 

[ ]
( )

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]

2 T T4 2 2 4
1.5 2 2 4 42

0 0

2 12 2
22

2 2 1

1

1 1 1 0
2 11

a

a

aa

M u A A B B
M

A u A u
MM

η η η η η
α θ α θ

µ γ η γ η
α α

−        + + + + +       −

   + + − =    −−

 

        (12.a) 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )T T2 4 2 2 4
2 2 4 4

0 0

2 1 0A A A B Bβ η µ µ µ
α α θ α θ
         − − − =                     (12.b) 

这里 [ ]η 为不含边界变量的无量纲位移矩阵，[ ]µ 为不含边界变量的无量纲 Airy 应力函数矩阵，可写

做下述形式： 

3,3 3,4 3, 2

4,3 4,4 4, 2

2,3 2,4 2, 2

M

M

N N N M

η η η
η η η

η η η

−

−

− − − −

 
 
 
 
 
  





   



和

3,3 3,4 3, 2

4,3 4,4 4, 2

2,3 2,4 2, 2

M

M

N N N M

µ µ µ
µ µ µ

µ µ µ

−

−

− − − −

 
 
 
 
 
  





   



               (13) 

引入边界条件(11)，一般矩阵形式的气动弹性方程可以写做 

[ ] [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )
5 16

1 1
0i i i i

d d b b
i i

M C L R L Rζ ζ ζ ζ
= =

          + + + =           ∑ ∑                  (14) 

此处，[M]为质量阵，[C]为阻尼阵，[Rd]为不含边界变量的右刚度系数阵，[Ld]为不含边界变量的左

刚度系数阵，[Rb]为边界变量的右刚度系数阵，[Lb]为边界变量的左刚度系数阵， [ ]ζ 为包含所有位移变

量和应力变量的矩阵，第三项中的求和指标“5”表示方程 12 中的包含 [ ]η 五项系数，第三项中的求和指

标“16”表示对应的边界条件方程 11 中的系数。 
利用“Kronecker”转换简化方程(14)的形式。原矩阵形式的位移变量矩阵可以展开为一维的列向量，

相应的系数阵可以写成 

[ ] [ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( )

5 16T T

1 1

,  

i i i i
d d b b

i i

M M I C C I

K L R L R
= =

   = ⊗ = ⊗   

         = ⊗ + ⊗         ∑ ∑





                       (15) 

这里，[I]为单位阵。由此方程可以简化为下面的形式 

{ } { } { } 0M C Kζ ζ ζ    + + =    
 

                                 (16) 

对方程(16)的求解最后转化为标准特征值问题。其中特征值虚部表示系统的无量纲自振频率。随着流

速的增大，可以得到对应于动压的一系列特征值，当特征值实部大于零，且虚部不为零时，系统发生颤

振失稳，特征值实部为零的动压就称为是颤振临界动压。 

4. 曲率对颤振临界动压的影响 

取计算参数如文献[14]， 0.22ν = ， 600L h = ， 0 3875ρ ρ = ，保持其他参数不变，固定长宽比为 1，
也就是 0 1αθ = ，反比例变化α 和 0θ 。当α 很大， 0θ 很小时，可以近似认为曲率为零，圆柱形扁壳方程

可以近似作为平板方程。取 3aM = ， 200α = ， 0 0.005θ = ，图 1 给出了特征值Ω实虚部随无量纲动压变
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化的情况。与平板气动弹性颤振研究的文献[14]比较得知，两者无量纲频率变化规律及无量纲颤振临界动

压基本一致，皆为 512crλ = 。为研究一带有微小曲率的扁壳，取 20α = ， 0 0.05θ = ，图 2 给出了特征值

Ω实虚部随无量纲动压变化的情况。对于大曲率的扁壳，取 5α = ， 0 0.2θ = ，图 3 给出了特征值Ω实虚

部随无量纲动压变化的情况。 
从图 1 至图 3 可以看出，在长宽比不变的情况下，随着曲率的增加，越来越多的低阶频率在周向上

分布越密集，颤振的频率也随之增大。当 200α = 时，在相对较大的动压范围内，发生耦合颤振的模态较

为单一，随着α 的减小，越来越多的高阶模态加入到颤振的行列，使情况变得更加复杂，这对结构的颤

振设计而言是非常不利的。图 4 描述了颤振临界动压 crλ 与α 的关系曲线，可以看到，随着α 的减小， crλ
呈指数增长。由图可以看到，在保持 0 1αθ = 不变的情况下，当α 较大时(对应于接近平板的情况)，α 较

大幅度的减小并不能引起颤振临界动压参数的显著增长，这是因为在α 较大的范围内(图中 ( )ln 4α > )，
系统仍就处于接近于平板的状态。只有当α 减小到一定程度时(图中 ( )ln 4α < )，曲率的变化才能显著影

响颤振临界动压。 
 

 
(a)                                            (b) 

Figure 1. The real parts and imaginary parts of eigenvalues vs. non-dimensional aerodynamic pressure as 
200α = , 0 0.005θ =  

图 1. 200α = ， 0 0.005θ = 时，特征值Ω实虚部随无量纲动压变化 
 

 
(a)                                           (b) 

Figure 2. The real parts and imaginary parts of eigenvalues vs. non-dimensional aerodynamic pres-
sure as 20α = , 0 0.05θ =  
图 2. 20α = ， 0 0.05θ = 时，特征值Ω实虚部随无量纲动压变化 
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(a)                                           (b) 

Figure 3. The real parts and imaginary parts of eigenvalues vs. non-dimensional aerodynamic pressure as 
5α = , 0 0.2θ =  

图 3. 5α = ， 0 0.2θ = 时，特征值Ω实虚部随无量纲动压变化 
 

 
Figure 4. Flutter critical aerodynamic pressure crλ  vs. α  
图 4. 颤振临界动压 crλ 随α 变化图 

5. 结论 

本文给出了超声速轴向流中，圆柱形扁壳气动弹性系统的小挠度运动方程，利用二维的微分求积法

进行了离散，运用特征值方法求解了不同曲率对线性系统颤振临界动压的影响，结论如下： 
1) 曲率很小的圆柱形扁壳结构的颤振临界动压接近于平板的颤振临界动压； 
2) 在长宽比不变的情况下，随着曲率的增加，越来越多的低阶频率在周向上分布越密集，发生颤振

的频率也随之增大。 
3) 随着曲率的增加，系统颤振临界动压呈指数增长。 
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