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Abstract 
The relationship between the damage position of cantilever beam and the natural frequency 
change before and after structural damage is derived. In order to reduce the influence of the 
clamping force fluctuation of the fixed end of the cantilever beam on the measurement results, a 
set of natural frequency measurement method with high precision is designed. The accuracy of the 
method is verified by experiments. It is proved that the average relative error of the measured 
natural frequencies can be reduced to less than 0.7%. It calculated and analyzed the natural fre-
quency of the cantilever beam before and after the damage. The results show that the damage po-
sition of the structure obtained by the natural frequency change is basically consistent with the 
actual position. 
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摘  要 

本文推导了悬臂梁损伤位置与结构损伤前后固有频率变化的关系，进而可计算悬臂梁损伤位置。为了减

小悬臂梁固定端夹紧力波动对测量结果的影响，设计了一套具有较高精度的固有频率测量方法，并对该
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方法的精确性进行了实验验证，实验证明采用该方法可使固有频率测量值的平均相对误差降至0.7%以下。

针对损伤前后悬臂梁的固有频率计算分析与测量，结果表明：通过固有频率变化得到出结构的损伤位置

与实际位置基本一致。 
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1. 引言 

航空发动叶片的工作环境十分严苛，叶片发生断裂所导致的后果非常严重。因工况不同，发动机转

子失效模式并不相同。其中最常发生的，危害最大的是转子叶片疲劳断裂失效[1]。航空发动机叶片的质

量和性能直接影响整个飞机能否正常工作，因此准确检测航空发动机叶片的完整性和状态，提高发动机

工作安全性，成为目前无损检测领域研究的一个共同热点[2]。基于振动理论可知，如果结构中存在损伤，

结构系统中的动力学参数如质量、阻尼、刚度等都会发生相应改变，从而导致系统的振动模态和频响函

数发生改变。固有频率是机械结构振动模态的最基本信息，是结构刚度与质量的函数，由于结构损伤的

存在，导致结构的刚度减小、阻尼增大，固有频率就会有所降低[3]。对比结构损伤前后的固有频率变化

情况，就能识别出结构是否存在损伤以及损伤大小情况[4]。Cawley 和 Adams [5]基于利用结构损伤前后

频率变化进行损伤识别的方法，得到了结构损伤前后任意两阶频率变化仅是损伤位置函数的结论。但是

在实际测量固有频率时，固定端的夹紧力波动对测量结果影响很大[6]。因此在利用叶片的固有频率检测

其损伤状态时，由于固定叶片的夹紧力不稳定，叶片的固有频率测量有较大的误差。在实际的测量中，

叶片一般处于一端固定，另一端自由的悬臂状态。固定装置给叶根施加的夹紧力的大小对叶片固有频率

测量结果有很大影响，当夹紧力变大时，固有频率测量结果相应也会变大。 
详细描述利用固有频率推导悬臂梁的损伤位置的过程。针对叶片固有频率测量时夹紧力变化会影响

测量结果的这一问题，设计了一套高精度固有频率测量方法和装置，并且对该方法的可靠性进行了实验

验证。同时针对简化的叶片模型，对叶片损伤检测进行了验证。 

2. 理论分析 

对于一个多自由度结构系统，忽略阻尼的影响，其振动特征方程为： 

( )2 0K Mω ϕ− =                                        (1) 

式中，M 为质量矩阵，K 为刚度矩阵，ω为固有频率，φ为正则化振型。 
当结构的刚度和质量发生微小变化∆K 和∆M 时，由摄动理论式(1)可知： 

( ) ( )( ) ( )2 2 0K K M Mω ω ϕ ϕ + ∆ − + ∆ + ∆ + ∆ =                            (2) 

结构的损伤对结构的刚度影响比较大，而对结构的质量影响比较小，一般当损伤比较小的时候可忽

略质量的变化。由小损伤引起的振型变化也很小，所以忽略振型的变化[7]。将式(2)两边同时左乘 φT，展

开并且忽略质量的变化、振型的变化和高阶小量，则式(2)变为： 
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对于第 i 阶模态，式(3)有： 
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用∆Kn 表示第 n 个单元的刚度变化，通常情况下， nK K∆ = ∆∑ ,用 ( )n iε ϕ 表示由第 阶振型 iϕ 计算得

到的第 n 个单元的单元变形，则 T
i iKϕ ϕ∆ 可表示为 ( ) ( )T

n i n n in Kε ϕ ε ϕ∆∑ 将其带入式(4)得： 
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当只有第 n 个单元出现损伤时，式(5)可简化为： 

( ) ( )T
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n i n n i
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i i
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ε ϕ ε ϕ
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ϕ ϕ
∆

∆ =                                    (6) 

固有频率平方 ω2 的变化可定义为损伤位置 n 和损伤系数 αn 的函数[8]，即： 

( )2 ,i i n nω λ α∆ =                                         (7) 

n
n

n

K
K

α
∆

=                                           (8) 

式中 Kn 为第 n 个单元的刚度矩阵，αn 为第 n 个单元的损伤系数，表示损伤的程度。由于通常单个损伤对

刚度矩阵的各个单元影响不同，所以∆Kn/Kn 一般是一个矩阵。但是通常结构单元损伤主要影响结构的一

种刚度，因此 αn 取标量。 
把式(7)和式(8)带入式(6)，则可化为： 

( ) ( )T
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T
n n i n n i
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i i

K
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α ε ϕ ε ϕ
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ϕ ϕ
∆ =                                    (9) 

从式(9)可知，固有频率变化的平方是损伤位置和损伤程度的函数[9] [10]。取任意一阶固有频率变化

的平方与第一阶固有频率变化的平方的比值的算数平方根，得到： 

( ) ( )

( ) ( )
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式(10)表明，任意一阶固有频率变化与第一阶固有频率变化的比值的绝对值仅是结构损伤位置的函数。

不同位置的损伤对应一组特定的固有频率变化比的绝对值，根据结构的损伤前后的各阶模态对应的频率

变化比的绝对值，可识别出结构的损伤位置。为了精确地进行损伤定位，采用如式(11)所示的偏差函数的

计算值作为损伤对位的依据： 
2

1 1

i i

i O C

B
ω ω
ω ω

    ∆ ∆
= −       ∆ ∆     
∑                                  (11) 

式中下标 O 表示实验测试数据；C 表示数值计算数据。 
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由式(11)可知，理想状态下，使 B = 0 的单元就是损伤所在单元。但在实际工程中，由于测量误差等

原因，不可能使 B = 0，一般可近似认为使 B 为最小值的单元，就是损伤所在单元。 

3. 测量方法及装置 

对于旋转机构，如在测试航空发动机转子叶片性能，当利用固有频率变化检测其损伤状况时，无法实现

在线实时监测，需要将转子叶片拆下然后固定在其他夹具上进行测量。因普通夹具对转子叶片的夹紧力波动

比较大，对所测得数据有较大的影响。为减小夹紧力变化对测量轻小构件固有频率造成的误差，在此提供一

种测量装置及其方法，有效减小在多次拆卸安装时因夹紧力的变化而造成的误差，从而提高检测精度。 
针对悬臂梁，其固定端为燕尾形榫头，提供一套测量方法和装置。各部件装配关系如下图 1 所示。 

3.1. 原理及测量说明 

3.1.1. 原理 
消除夹紧力影响的装置如图 1 所示，利用螺栓顶紧垫片，然后通过垫片同时将被测件和参考件压紧，使其

与夹具贴紧，实现固定。当其他条件不变时，悬臂梁的固有频率和夹紧力呈正相关。因此可用参考件的固有频

率来表征夹具对悬臂梁的夹紧力的变化。当同一参考件固有频率不变时，即可认为被测件的夹紧力稳定不变。 
 

 
Figure 1. Measuring device and device assembly 
图 1. 测量装置及被测件装配图 

3.1.2. 测量说明 
在对被测件进行固有频率测量时，在所述装置上，同时固定与被测件相类似的参考件，如流程图 2 所

示。选定适合的夹紧力固定参考件和被测件，然后测量参考件和被测件的初始固有频率，分别记为 fR和 fO。 
规定当第 i 次测量， Ri R Rf f mf− < 时，夹具的夹紧力稳定，测量数据有效，其中 m 为参考件固有频

率允许变化范围。被测件经过一些处理或者变化后，需要再次测量固有频率时，同时固定被测件和参考

件(被测件和参考件的固定位置要与第一次测量时候一致)，调节螺栓使参考件测得的固有频率 fRi 与初始

固有频率 fR 相对误差保持在允许范围内，然后测量被测件的固有频率，得到 fOi。 

3.2. 实验验证 

对所述的测量方法及装置进行实验验证。以 45 号钢为材料，制作了上述测量装置以及被测件和参考件模型。
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实验将压电陶瓷贴在被测件和参考件上，进行扫频激励，用 polytec PSV-500 激光测振仪测量，如图 3 所示。 
测量中，在参考件的固有频率基本不变的条件下，对被测件进行了多次安装–测量–拆卸的过程。测量

中，通过调节螺栓控制夹紧力，使参考件第二阶固有频率稳定在适当的范围内，记录了实验数据如表 1 所示。 
由表 1 中数据可知，当控制参考件第二阶固有频率平均相对误差小于 0.07%时，可确保被测件第一

阶和第二阶固有频率平均相对误差小于 0.7%。综上所知：当保持参考件固有频率稳定在一定范围内时，

被测件的固有频率具有较高的测量精度。 
 

 
Figure 2. Measurement process 
图 2. 测量流程图 

 

 
Figure 3. Experimental measurement 
图 3. 实验测量 
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Table 1. Measurement data of the test piece and reference piece without damage 
表 1. 无损伤时候被测件和参考件的测量数据 

测量次数 被测件 参考件 

 第一阶/Hz 第二阶/Hz 第二阶/Hz 

第一次 336 1970 1934 

第二次 332 1964 1932 

第三次 332 1964 1936 

第四次 337 1978 1934 

第五次 336 1970 1934 

平均值 335 1969 1934 

标准差 2 5 1 

平均相对误差% 0.64 0.26 0.07 

4. 利用固有频率变化对损伤悬臂梁分析 

4.1. 对悬臂梁损伤处理 

考虑悬臂梁承受载荷时，靠近固定端的地方所受应力最大，因此容易产生破坏。模拟悬臂梁产生疲

劳裂纹，在靠近固定端的适当位置用钢锯制造一个宽 1.3 mm，深 1.4 mm 的凹槽如下图 4 所示。 
 

 
Figure 4. Damaged cantilever beam 
图 4. 产生损伤后的悬臂梁 

4.2. 分析损伤悬臂梁的固有频率变化 

4.2.1. 实验测量悬臂梁损伤前后频率变化 
利用 2.1 所述的测量方法，测量损伤梁的固有频率。测量时按照表 1 所示测量结果，调节螺栓使参

考件第二阶固有频率稳定在 1934 Hz 左右，然后测量损伤梁的前 2 阶固有频率，记录实验数据如表 2 所

示范。由表 1 和表 2 可知，在该加持状态下，悬臂梁损伤后相比于损伤前其第一、二阶固有频率出现下

降趋势。 
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Table 2. Natural frequency of damaged cantilever beam 
表 2. 损伤后悬臂梁固有频率 

测量次数 被测件 参考件 

 第一阶/Hz 第二阶/Hz 第二阶/Hz 

第六次 290 1945 1936 

第七次 288 1949 1938 

第八次 289 1946 1935 

第九次 288 1947 1939 

第十次 289 1948 1937 

平均值 289 1947 1937 

标准差 0.84 1.58 1.58 

平均相对误差% 0.29 0.08 0.08 

4.2.2. 有限元分析悬臂梁频率变化 
利用 COMSOL 进行有限元分析。建立了相关的计算模型，按照物理场需要划分网格。计算出悬臂梁

受损伤前第一阶和第二阶固有频率值分别为 341 Hz 和 1985 Hz。损伤后第一阶和第二阶固有频率分别为

307 Hz 和 1945 Hz。 
在此基础上又分别计算了裂纹相对实际位置向右偏移不同距离时，第一阶和第二阶固有频率，并且

根据式 11 计算 B 值，如表 3 所示。 
由表 3 可知，裂纹位置与实际位置相同时，所计算得到的 B 值最小。当裂纹相对实际位置向左或向右

偏移时，所计算的 B 值会呈现不同的上升趋势。因此可根据结构损伤前后固有频率变化初步估算裂纹位置。 
 
Table 3. Natural frequency calculation of cracks at different positions 
表 3. 裂纹在不同位置时固有频率计算结果 

裂纹向右偏移距离/mm 第一阶/Hz 第二阶/Hz B 

−5 300.0 1918.0 2.52 

−4 302.6 1929.5 1.95 

−3 303.6 1936.1 1.59 

−2 304.9 1940.8 1.39 

−1 306.2 1943.6 1.31 

0 307.2 1945.0 1.29 

1 308.4 1945.8 1.34 

2 309.7 1946.0 1.43 

3 310.6 1945.3 1.59 

4 311.4 1944.1 1.78 

5 312.7 1943.9 1.98 

10 317.2 1939.1 3.53 

15 321.5 1938.5 5.48 

20 325.6 1941.4 7.79 

30 332.2 1949.1 16.11 

40 337.0 1960.6 37.20 
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5. 结论 

1) 详细推导了悬臂梁损伤定位公式，得出了结构损伤前后固有频率变化的比值仅是损伤位置的函数。

采用该方法可估算出只有单一损伤时悬臂梁损伤位置。 
2) 制定了一套能够提高悬臂梁固有频率测量精度的方法。在实际工程应用中可减小由约束条件波动

对测量结果造成的影响。对于文章所用试件，可将测量的平均相对误差控制在 0.7%以下。 
3) 制作了简化的航空发动机叶片模型。采用文章所述的测量方法和损伤定位公式，得到的损伤位置

计算值与实际值一致。验证了损伤定位公式和固有频率测量方法的有效性。利用固有频率的变化计算结

构的损伤位置具有定位简便，精度高，成本低的优点。 
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