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Abstract 
This paper firstly presents a brief introduction to the emergence and development for the figure of 
statistical process control, and analyzes the advantages and disadvantages between Shewhart control 
chart and the CUSUM control chart, and then gives the Shewhart control chart estimation method and 
the theoretical basis and construction method for the CUSUM control chart. Finally, we compare the 
average run length in the process of controlled and uncontrolled under the two kinds of situations 
with Shewhart control chart and the CUSUM control chart. It is concluded that the CUSUM control 
chart for monitoring small process mean shifts is more sensitive than the Shewhart control chart. 
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摘  要 

本文首先简单介绍了统计过程控制图的产生及其发展，分析了一般的Shewhart控制图和CUSUM控制图
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的优缺点，其次给出了Shewhart控制图的估计方法和CUSUM控制图的理论基础及其构造方法。最后，

我们比较了在过程受控与失控两种情况下的一般的Shewhart控制图和CUSUM控制图的平均运行长度，

得出了CUSUM控制图对监测过程均值小漂移比一般的Shewhart控制图更灵敏的结论。 
 
关键词 

Shewhart控制图，CUSUM控制图，平均运行长度 

 
 

1. 引言 

现代质量管理要求以统计技术的应用来实现过程控制，因此称为“统计过程控制”，统计过程控制

强调预防为主的原则，因而在质量管理中受到管理者的青睐。实现统计过程控制的过程称其为处于“稳

定受控状态”或“正常状态”或“统计稳态”。控制图是生产过程中控制过程质量的一种有效工具，它

能直观地反映出加工过程质量情况。它形象直观，图上有用实线绘制的中心线和虚线绘制的上下控制线，

图中有按时间先后顺序抽取的样本的点列，各点之间用直线段连接，可以清晰直观地看出变化趋势。控

制图就相当于通常的正态分布旋转 90 度后形成的。将 µ ， 3µ σ+ 以及 3µ σ− 分别标注为中心线，上控

制线，下控制线，这样就得到了一个基本的控制图[1]-[3]。Shewhart 控制图理论基础是“3σ”原理,也就

是说在 1000 个产品中有不超过 2.7 个不合格品出现,，就认为该过程的波动属于正常波动；否则，就认为

该过程的波动属于异常波动。Shewhat 常规控制图只是利用了过程中的当前数据，而没有充分利用整个样

本中的数据。Shewhart 控制图对当前数据的信息进行了充分的利用，但是一旦“点出界就报警”，并且

所有历史数据的权重都为 0。由于 Shewhart 控制图是建立在数理统计的原理之上，因此在质量控制过程

中需要满足样本容量要大，样本服从或接近正态分布，样本相互独立等条件。而在实际控制过程中这些

条件很难被满足，从而造成 Shewhart 控制图在实际运用中的各种不适应性。针对这种情况人们做了大量

的研究，Page 基于序贯分析原理于 1954 年提出了累积和控制图简称为 CUSUM 控制图。将一系列点子(数
据在控制图中的表达)的微弱信息累加起来，就对过程中的微小波动也变得灵敏了。CUSUM 控制图不仅

拓宽了 Shewhart 控制图的应用范围，而且弥补 Shewhart 控制图对中小漂移和异常点的检测灵敏性。控制

图方法因具有捕捉异常先兆的功能，因而成为实现统计过程控制的首选方法。在统计过程控制中，应用

统计技术实现过程中各个阶段的监控和诊断，捕捉到异常先兆后立即采取纠正和预防措施，将异常消灭

在萌芽状态，消灭在过程之中。因而有效减少过程中的质量损失，降低成本，对保证产品质量和增加企

业的经济效益都起到了非常重要的作用。 

2. Shewhart 控制图的区间估计 

2.1. 过程总体均值和方差已知的情况 

假定一列样本 iX ， 1,2,i = �来自一生产过程，它们独立服从均值 µ ，标准差为σ 的正态分布，即

( )2~ ,iX N µ σ 。 ( )1 2, , , 1, 2, ,
ii i inX X X i t=� � 表示在时刻 t 从生产过程中抽取的 in 个样本，假定每个时

点抽取的样本数量恒为 n ，则容量为 n 的样本均值
2

~ ,iX N
n
σµ

 
 
 

。当 µ 和σ 都已知时， iX 以1 α− 的

概率落在区间内，其控制区间为 

1 2 1 2,U U
n nα α
σ σµ µ− −

 
− + 

 
                                  (1) 
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在实际操作中，取 1 2U α− 为 3，即实际生产中的 3σ 控制线。以上我们对样本 iX ， 1,2, ,i n= � 作了正

态性假设，但是根据中心极限定理，当样本不符合正态性假定时，只要样本数量较大一般大于 50 即可，

那么样本也近似服从正态分布，故 Shewhart 控制图的结果仍然可用。 

2.2. 过程总体均值和方差未知的情况 

当 µ 和σ 都未知时，假设我们有 m 个样本容量为 n 的样本，则均值的估计值为 

1 2ˆ mX X X
X

m
µ

+ + +
= =

�                                    (2) 

又总体标准差的无偏估计为
1

ˆ R
d

σ = ，设 1 2, , , mR R R� 是 m 组样本的极差， R 是这些极差的平均值，

且总体均值的估计值为 X 。因此，每组样本的均值 iX 以1 α− 的概率落在区间 

1 2 1 2
ˆ ˆˆ ˆ,u u
n nα α
σ σµ µ− −

 
− + 

 
                                  (3) 

之内。所以在总体均值与标准差的估计值均已知的情况下，我们代入 µ 和σ 的估计值就得到具体的

检测过程均值的 Shewhart 控制图的 
上控制线为： 

1 2
1

RX u
d nα−+                                         (4) 

下控制线为： 

1 2
1

RX u
d nα−−                                         (5) 

3. CUSUM 控制图的构造 

3.1. CUSUM 控制图的理论基础：序贯概率比检验 

CUSUM 控制图通过观测值与目标值之差的累积和来画图，充分利用了整个观测样本的信息，其理

论基础就是序贯分析原理中的序贯概率比检验(Sequential Probability Ratio Test，简称 SPRT)，这是一种基

本的序贯检验法[4]。 
对一个简单零假设和备择假设，假定我们有一列样本量为 n 的独立观测值{ iX }，而且假定与每个

假设分别联系在一起的概率密度函数是： ( )0f x ， ( )1f x ，记此时的似然比统计量为 

( )
( )

11

01

n
ii

n n
ii

f x

f x
λ =

=

= ∏
∏

                                       (6) 

对于事先给定的两个常数 k ， l，我们逐一抽取样本，如在抽得的样本 1 2 1, , , nX X X −� 抽样尚不能完

成，则继续抽 nX ，并计算 nλ 。 
当 n lλ ≥ 时，停止抽样，拒绝零假设；当 n kλ ≤ 时，停止抽样，拒绝备择假设。 
当 nk lλ≤ ≤ 时，则抽取第 1n + 个样本，并计算 1nλ + ，重复以上的步骤，依次进行。我们称这样的检

验就为序贯概率比检验 ，简记为 ( ),s k l 。 
对于一个 SPRT ( ),s k l 而言，其临界值与犯第一、二类错误概率 ,α β 之间的关系为 

1
l
βα −

≤                                           (7) 
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( )1kβ α≤ −                                          (8) 

由以上式子可以看出，对于事先给定的第一二类错误概率 ,α β ，我们可以将常数 ,k l 近似选定为

1,
1

k lβ β
α α

−
= =

−
。 

3.2. CUSUM 控制图参数的选择与平均运行长度 

我们以检测向上漂移为例进行说明，即已知漂移量 0δ > ，则基于似然比统计量为 max
2

n

n i
i

C x δ = − 
 

∑ ，

若事先选定阀值 0h > ，如果 iC h≤ ， 1,2, ,i n= � 说明到时刻 n 为止的过程中表明过程未进入失控状态，那

么继续检测如果直到某个 iC h> 则报警，认为过程在时刻 n 以前有某一个点发生了漂移。在实际应用中，δ 是

未知的，因此我们常常用一个待定的参数 k 代替从而可得到一般的 CUSUM 统计量 { }1max 0,n n nC C x k−= + −

这样 CUSUM 就由两个参数(k,h)所决定。 
参数的选择的关键原则是用平均运行长度 ARL ，一般情况是保证 0ARL 满足条件的情况下选择使

1ARL 尽可能小的 k 和 h,这里 

( )*
0 0ARL E T= 过程均值为 ：表示过程开始时处于受控状态。 

( )*
1ARL E T δ= 过程均值为 ：表示过程开始时处于失控状态。 

其中 { }* min : 1, nT n n C h= ≥ > 表示报警所需的运行时间。 

我们用上述 1ARL 定义失控状态下的平均运行长度是为了研究的简化，事实上 CUSUM 具有无后效性

即是如果某个 0nC = ，则从 1n + 开始与从 1 开始的过程在检测方面没有区别。 
我们考察向上漂移的检测问题，以 ( )HL u 表示受控状态下让 nC 从 0C µ= 开始进行检测所需的平均运

行长度，即 

{ }

( ) { }
( ) ( )( )

1

0

max 0,

min ,

n n n

n

H

C C x k
C u
T u n C h

L u E T u

−= + −

=

= >

=

                                   (9) 

其中样本 1 2, , , nx x x� 为来自标准正态分布的观测值，濮晓龙[5]运用 Page 于 1954 年导出的积分方程： 

( ) ( ) { } ( ) ( )
0

1 0 d
h

H H H XL u L P X k u L x f x k u x= + ≤ − + + −∫                      (10) 

其中 X 与 1 2, , , nX X X� 同分布， ( ).Xf 表示 X 的密度函数，那么 ( )0HL 就是对向上漂移进行检测的平均

运行长度 0ARL 。 
对向下漂移的检测有类似的积分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 0 d
h

L L L XL u L P X k u L x f x k u x= + ≥ − − + − −∫                      (11) 

对双向检验的问题，Kemp 证明了 

( ) ( )0

1 1 1
0 0H LARL L L

= +                                    (12) 

如果观测样本并非来自标准正态分布，而是来自一列发生了漂移量为δ 的样本，那么此时的 1ARL 不

仅依赖于 ,k h 还与δ 有关系。 
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4. 实际比较分析 

4.1. 判断控制图性能的标准 

控制图从检测开始到它发出生产出现问题的警号为止所抽取的平均样本数，称为平均链长 ARL 。在

实际研究中，我们固定过程受控时的 ARL ，记为 0ARL ，然后比较不同控制图在过程失控时的 ARL 记为

1ARL ，过程失控时 1ARL 越小，表示该控制图检测漂移越有效。当过程受控时我们希望平均运行长度尽

可能的大，这样控制图误报的几率会小一些；当过程失控时，我们希望平均运行长度尽可能的小，这样

控制图检测到异常点的概率就会大一些。所以，判别控制图好坏的标准就相当于假设检验中的第一二类

错误概率。一般地我们取， 0
1ARL
α

= 1
1

1
ARL

β
=

−
。 

4.2. 过程受控时两类控制图的平均运行长度： 

对于 Shewhart X 控制图，当 1 2u α− 取为 3 时，根据 3σ 原则知道，标准正态分布样本落在 3 以外的概

率约为 0.27%，即 0.27%α = ，所以，过程受控时其平均运行长度为 

0
1 370

0.0027
ARL = ≈                                     (13) 

利用计算机随机产生一组服从标准正态分布，样本容量为 64 的随机数，计算其均值 iX ，判断 iX 是

否在
3 3,
n n

 
− 
 

范围内，即 iX 是否大于 0.375。若 iX 落在上下控制线之间，则说明该过程受控，否则

继续抽样，计算均值，再判断，直到过程 iX 落在上下线之外，记下此时抽样的次数，即为该控制图的运

行长度。因一次实验存在误差，故将上述实验重复 10000 次，可得到 Shewhart X 控制图的平均运行长度。

对上述实验运行 5 次，分别得到过程受控时的平均运行长度 0ARL (代码见附录)如下表 1。 

由以上运行结果可知生产过程受控时 Shewhart 控制图的平均运行长度约为 370。 
对于 CUSUM 控制图，计算平均运行长度，关键是确定参数 k 和 h。我们以上单侧为例进行说明，

根据参数 k 和 h 的选择原则，我们一般选择 k 为
2
δ
，然后不断调整控制线 h 直到 CUSUM 控制图过程受

控时的平均运行长度约为 370 为止。首先随机产生一组服从标准正态分布，样本容量为 1 的随机数，然

后计算出其 CUSUM 统计量 1C ，判断是否超出控制线。如果超出事先设定的上控制线，则说明该过程失

控，其运行长度即为 1；如果在均值和上控制线之间，说明该过程受控，则继续产生一个随机数，再计

算出其统计量判断是否在均值和上控制线之间，如果超出事先设定的上控制线，则停止，记下此时取样

的次数，即为该控制图的运行长度；由于误差的存在，我们通过重复实验次数来减少误差，运行 10,000
次即可得到 CUSUM 控制图的平均运行长度。 

通过不断调整控制限 h，保证 0ARL 大致为 370，发现当 h 大致为 2.5。 

4.3. 过程失控时二者平均运行长度的对比分析 

(1) 当漂移量较小时： 0.5δ = 时，对于过程失控时的 Shewhart X 控制图的平均运行长度结果见下表 2： 
对于过程失控时的 CUSUM 控制图平均运行长度，操作步骤基本同过程受控时，此时我们假设漂移

量 0.5δ = ，濮晓龙[5]指出如果控制线 6h = 时平均运行长度为 21 左右，通过计算机模拟也证实了这点，

结果见下表 3。 
由上述两张表的结果我们可以得出结论当偏移量 0.5 时，CUSUM 控制图的平均运行长度远小于

Shewhart X 控制图的平均运行长度，由于两种控制图过程受控时的平均运行长度 ARL0 一样，所以失控

时的平均运行长度 1ARL 越小越好，从表中数据则足以说明 CUSUM 控制图检测中小漂移更加灵敏。 
(2) 当漂移量较大时， 2δ = 时，类似的通过计算机模拟得到如下结果：过程失控时 CUSUM 控制图 
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Table 1. Average run length of Shewhart control chart during process control 
表 1. 过程受控时 Shewhart 控制图的平均运行长度 

序号 1 2 3 4 5 

ARL0 369.47 367.08 370.53 373.51 374.57 

 
Table 2. Average run length of Shewhart control chart out of process control 
表 2. 过程失控时 Shewhart 控制图的平均运行长度 

序号 1 2 3 4 5 

ARL1 155.2458 156.2054 153.1586 153.2689 154.2716 

 
Table 3. Average run length of CUSUM control chart out of process control 
表3. 过程失控时CUSUM控制图的平均运行长度 

序号 1 2 3 4 5 

ARL1 21.9066 21.8475 21.906 21.8391 22.0378 

 

平均运行长度为 4，过程失控时的 Shewhart X 控制图的平均运行长度为 1。由平均运行长度我们可以看

出对于漂移量较大的过程检测，Shewhart X 控制图的平均运行长度较小，说明 Shewhart X 控制图对检测

大漂移更加灵敏有效。 

5. 结论 

Shewhart X 控制图对过程均值的监控是以最后一次观测结果为依据的，它对检测小漂移不灵敏。而

CUSUM 控制图对过程的监控是以所有观测结果为依据的，它对检测小漂移比较有效。而在实际的质量

控制中，如果我们联合使用累积和控制图和休哈特控制图，那么就能弥补各自的不足，达到真正的对企

业质量的控制和提升企业的经济效益。 
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附  录 

1.Shewhart 控制图过程受控时的平均运行长度 
l=[]; 
fori=1:5 
  for  m=1:10000   %循环 1 万次 
       k=0; 
       n=1; 
while k==0 
           x=randn(1,64);  %产生 64 个服从正态分布的随机数 
           y=mean(x); 
        if abs(y)>0.375   %判断样本均值是否在控制线以内 
            k=n; 
end 
        n=n+1; 
end 
l(1,m)=k; 
end 
ARL=mean(l);  %平均运行长度 
r(1,i)=ARL; 
end 
r 
2.Shewhart 控制图过程受控时的平均运行长度 

l=[];%控制图每次运行的长度 

for i=1:5%运行 5 次 
m=1;     
while m<=10000%循环 1 万次 
    k=0; 
    n=1; 
while k==0 
        x=randn(1,25)+2;%产生 25 个服从正态分布的随机数 

        y=mean(x);%计算 25 个样本的均值 

        if abs(y)>0.6%判断样本均值是否在控制线以内 
            k=n; 
end 
        n=n+1; 
end 
l(1,m)=k; 
    m=m+1; 
end 
ARL=mean(l);%平均运行长度 
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s(1,i)=ARL; 
end 
s%运行 5 次，每次的平均运行长度   

3.CUSUM 控制图失控时的平均运行长度 

l=[];  %控制图每次运行的长度 

k=0.25; %参数值  
n=1; 
   c=[];%S0 
for i=1:5%运行 5 次 
    m=1; 
while m<=20000%循环 2 万次 
   p=0; 
 n=1; 
while p==0 
c(1,1)=0; 
x(1,n+1)=randn(1,1)+0.5; 
    c(1,n+1)=max(0,c(1,n)+x(1,n)-k) 
if c(1,n+1))>6 
p=n; 
end 
n=n+1; 
end 
l(1,m)=p; 
 m=m+1; 
end 
ARL=mean(l);%平均运行长度 
s(1,i)=ARL; 
end 
s 
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