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Abstract: Based on Kuhn-Tucker condition in optimization theory, we extend the canonical Kantorovich 
inequality. As an application, the analysis on the convergence rate of steepest descent for minimizing a posi-
tive definite quadratic function is extended for the positive semi-definite case. 
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摘  要：本文利用 优化理论中经典的 Kuhn-Tucker 条件证明并推广了 Kantorovich 不等式。作为应用，

将极小化正定二次函数的 速下降法的收敛速度分析推广到半正定情形。 
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1. 引言 

Kantorovich 不等式以前苏联著名的经济学家、数学家、诺贝尔奖得主 Leonid Kantorovich 的名字命名，在

优化理论、统计分析中有重要应用[1,2]。 

定理 1：(Kantorovich)设 A 为 正定阵，n n 1 和 n 分别为其 大和 小特征值，则对任意非零向量 x，有 
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有趣的是，Kantorovich 不等式是如下 Cauchy-Schwarz 不等式[1,2] 

 2T T T 1x x x Axx A x  
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的“逆”形式，即对任意 ，Kantorovich 不等式与 Cauchy-Schwarz 不等式可以整合成 0x 
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Kantorovich 不等式有很多推广[2,3]，比如将 1n 向量 x 替换成 n p 矩阵 x 等。其中一个推广如下： 

定理 2：(Greub-Rheinboldt)设 A 和 为两个正定阵，且B AB BA ，记 1 n   和 1 n   分别为 A 和

的特征值，则对任意非零向量B x ，有 
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需要指出的是，定理 2 的估计并不紧。Kantorovich 不等式中令 x 为 1 2 1 2A B y ，令 A 为 1AB ，则有 
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其中  1
1 AB  ，  1

n AB  分别为 1AB 的 大和 小特征值。注意到式(1)上界分别是  1
1 AB  和  1

n AB  的递

增函数和递减函数，利用    1 1 1
1

1

n
n

n

AB
 

AB 


    放大替换便得到 Greub-Rheinboldt 不等式。 


Kantorovich 不等式一个著名的应用是刻画了 速下降法的收敛性速度。 

本文我们利用 优化中的 Kuhn-Tucker 条件给出了 Kantorovich 不等式一个新的证明，该证明方法同时推广

了 Kantorovich 不等式， 后，作为推广的 Kantorovich 不等式的应用，我们将目前对极小化正定二次函数的

速下降法收敛性分析推广到了半正定情形。 

2. Kantorovich 不等式的推广 

本节中我们推广 Kantorovich 不等式，得到如下主要结果： 

定理 3：设 A 和 B 为 n 阶半正定阵，且 AB BA ，记 和 分别为 A 和 B 的特征值，则

有 
1 2, , , na a a 1 2, , , nb b b
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其中 且 ，  

证明：我们考虑 优化问题 
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由于分子和分母是 x 的齐次函数，所以可以归一化，同时由于 AB BA ，矩阵 A ， 有相同的特征向量，

因此，上述问题等价为 

B

  2 2 T
1 1

max   s.t.  1
n n

i i j ii i
a x b x x x

 
                              (2) 

其 Kuhn-Tucker 条件为 

2 2

1 1

,   1, 2, , ,   1
n n

i i j i j i i i i
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据此可得 
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其中
2


恰为 优目标函数值。进一步，Kuhn-Tucker 条件可化简为如下必要条件： 

                                (3) 

记

*2 .j ib y a z yz i I   ，  

 *Card I 为 I*中元素的个数，下面分别根据  *Card I  进行讨论。

1)  * * *
0 0Card 1.I i I i I i i  假设 ，则任意 有  。因此 
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此时，问题(2)的 优值为 

2) *

0 0
0 1,2, ,
max i i

i n
a b

 
 

 * *
1 2Card 2. .I i I i I  设 和 (3)等价为 

1 1 2 2
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下面分如下几种情况讨论。 

a) 若 ， 

，问题(2)的 优解为 
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由于 ，我们有 ，此时 优值为

2i
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奇异，此时(3)无解。 
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非奇异。解 Kuhn-Tucker 条件方程组(3)，得 
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此时，问题(2)的 优解为 
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3) 注意到(3)左边的系数矩阵的阶为 *Card 3I   *Card 2I  ，而右边项均相等。因此该系数矩阵的任何一

行均为其它两行(权和为 1)的加权组合，否则无解。对该系数矩阵分 讨论： 

a) 该系数矩阵存有两行线性无关。如果满足 2)中情形 d)，那么无解；如果满足 2)中情形 e)，那么这两行已

然确定了唯一解。 

知(3)的解同于 2)

中情

意两行线性相关，且满足 2)中情形 b)。则系数矩阵的所有行的 列均相等，进一步类比

2)中

阵任意两行线性相关，且满足 2)中情形 c)。此时同上讨论，系数矩阵的所有行的 列均相等且

为 0

下列情况

b) 该系数矩阵任意两行线性相关，且满足 2)中情形 a)。则系数矩阵的所有行均相等，易

形 a)。 

c) 该系数矩阵任 i

情形 b)可知所有的 列均为 0，同时(3)的 优值为 0. 

d) 该系数矩

a

ia

i

，同时(3)的 优值为 0. 

综合 1)、2)和 3)，问题(2)的目标 优值为 
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其中 且 ，  

定理证毕。 

作为定理 3 的推论，Kantorovich 不等式立得证明： 
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3. 推广 Kantorovich 不等式的在最速下降法分析中的应用 

记对称矩阵 A 的 Moore-Penrose 广义逆为
1, 0

0, 0

 





 








  A A，对 A 的特征值  ， 的相应特征值为

作为定理 3 的推论，我们有 

定理 4：设 A 为 阶半正定阵，记n 1 r   为 A 的正特征值，则对任意非零向量 x， 
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本节应用定理 4 推广 速下降法收敛速度分析。设



 f x 为半正定二次函数，Hessen 阵为 G，极小化  f x 的

使用精确步长的 速下降法迭代公式为 
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其中 为  f xkg 在  kx 处的梯度， *x 为 优解。上述迭代或者有限步内发散到负无穷，或者有限步中止并得到

优解 *x ，或者收敛到 优解 *x ，且  * 0g x  由 Taylor 展开，有 

       * * *1

2
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由于 
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即有 
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其中 1 0r    为 G 所有正特征值。上述不等式刻画了函数值的   kf x 收敛到 优值  *f x

看到，

的线性收敛速

度， G 正定的二次函数情形，参见[4] 广的结论我们 收敛速度与 G

的零特征值个数似乎没有关系，不过如果只有一个非零特征值，那么仅一步迭代即可收敛。 

本文探讨 Kantorovich 不等式。指出推广之一的 Greub-Rheinboldt 不等式比 Kantorovich 不等式本身来得更

用 优化理论中经典的 Kuhn-Tucker 条件证明并实质推广了 Kantorovich 不等式。作为应用，将极小

化正定二次函数的 速下降法的收敛速度分析推广到了半正定情形。 

[2] 王松桂, 吴密霞, 贾忠贞(2006) 矩阵不等式. 科学出版社, 北京. 
 direct proof and a generalization for a Kantorovich type inequality. Linear Algebra and its Applications, 397, 

[4] 刘红英, 夏勇, 周水生 (2012) 数学规划基础. 北京航空航天大学出版社, 北京. 

教科书中的类似结果只是针对 。从该推

4. 结论 

弱。本文利
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