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Abstract 
This electronic fracture of coal-rock fracture system evolution is a complex nonlinear dynamic cha-
racteristic of the coal-rock damage caused by fracturing micro-fracture. In its fractal evolution 
process, the information such as the crack tip stress field and number of micro cracks changes, 
needs to determine the change rule of rock crack tip stress field and the number of micro cracks in 
the fracturing process, i.e., the prediction of rock mass fracture scale. The paper reveals the essence 
of chaotic characteristics of coal-rock cracks evolution from correlation dimension and Lyapunov 
index, study the chaos characteristics in the process of fracture network evolution and analyze the 
rule of chaotic characteristics of fracture network evolution changing with the fracturing process. 
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摘  要 

煤岩体压裂裂缝系统演化属复杂的非线性动力特征，由损伤引起的煤岩压裂微裂缝，在其分形演化过程
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中，裂缝系统尖端应力场和微裂缝数目等信息发生改变，需要确定岩石裂缝尖端应力场与微裂缝数目在

整个压裂过程中的变化规律，即预测岩体裂缝扩展规模。本文从关联维数，Lyapunov指数等特征量方面

揭示煤岩裂缝演化混沌特性的本质。研究裂缝网络演化过程的混沌特征，分析裂缝网络演化混沌特征随

压裂过程的变化规律。 
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1. 引言 

煤岩岩体的损伤破裂是非平衡动态演化过程，其破坏行为对初始状态具有很强的依赖性。从细观角

度分析，煤岩体压裂损伤演化导致岩体破裂过程属典型的非线性动力学行为，需运用非线性动力学理论

给予描述和解释，才能反映这个过程的本质特性。因此，本文把煤岩体压裂岩体破裂与非线性动力学系

统理论联系起来，可能成为煤岩岩体压裂机理研究的切入点。 
煤岩层内部存在着各种天然裂缝与割理且属随机分布。在荷载作用下煤岩体天然裂缝通过扩展、汇

聚成核形成多层次的断裂面。这个宏观的断裂面是所有裂纹发展的最终归宿，从动力学的观点来看，这

个具有空间几何结构的断裂面可以唯象地看成是裂纹演化的吸引子。通过上述所建立的岩体演化模型混

沌模型可以认为岩石损伤断裂的过程具有混沌的特征，是一个从无序到有序的过程。把这种损伤过程理

解为混沌损伤。 
本文通过压裂状态下对煤岩压裂损伤状态的模拟，得到微裂缝数目，裂隙尖端径向应力和轴向应力

等指标的时间序列。对煤岩压裂裂缝系统进行相空间重构，并进行确定性检验、关联维数、Lyapunov 指

数的计算，从定性和定量两方面揭示煤岩裂缝的混沌特性。 
混沌[1]作为非线性数学、力学研究的一个重要方向，是非线性系统的根本特征之一。岩体系统中存

在如位移、声发射、地震的时序记录数据等。如果把煤岩微裂纹和微孔洞演化引起的岩石声发射现象表

征煤岩体的损伤演化，该方法可用混沌模型予以很好的描述，并能揭示出更深刻的岩体力学机制与规律。

近年来，混沌理论在自然科学中发展较快，在地震学研究、岩爆预测方法、岩质边坡位移发展、地质演

化过程、单项压缩下岩石微裂纹的演化、瓦斯解析指标等方向得到较为广泛的应用，可以通过混沌动力

学的理论来实现数据序列的建模，并对其进行深入研究[2]。 

2. 混沌理论 

混沌的一种数学定义如下： 
若 f 满足下列条件：称 f 是混沌的。 
(1) f 具有任意正周期的周期点，即对任何自然数 n ，有 x I∈ ，使 ( )f x x=  (非不动点的 n 周期)； 
(2) 存在不可数集 K I∈ ，使任意 ,x y k∈ ，有 

( ) ( )lim sup 0n n

n
f x f y

→∞
− >                                    (1) 
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( ) ( )lim inf 0n n

n
f x f y

→∞
− =                                    (2) 

(3) 对每一 x k∈ ，及周期点 y ，有 

( ) ( )lim 0n n

n
f x f y

→∞
− >                                     (3) 

虽然 Li-Yorke 定理对混沌进行了数学定义，但对于混沌一直没有统一确切的定义[3] [4] [5]。目前经

常使用的是 1989 年由 Devaney [6]提出的混沌定义方法：设V 是一紧致的度量空间，映射 :f V V→ ，若

f 满足： 
(1) 对初值的敏感性：若 0δ > ，任意 0ε > 及 x V∈ ，在 x 的邻域内存在 y 与n ，使得 ( ) ( )( ),n nf x f yρ δ> ； 
(2) 在V 上拓扑传递：对V 上任意一对开集 A 和 B ，存在 0k > ，使得 ( )kf A B φ∩ ≠ ； 
(3) f 的周期点在V 中稠密，则称在V 上 f 是混沌的。 

3. 煤岩体压裂裂缝演化相空间重构 

3.1. 相空间重构方法 

由于裂缝演化是一种十分复杂的非线性动力系统，很难通过有限的变量推求出其数学模型，分析裂

缝演化系统是否存在混沌特征，需计算出混沌特征量：Lyapunov 指数、关联维数等，由于混沌特征量计

算需要在相空间中进行。因此首先需要重构相空间。本文采用时间延迟重构方法研究裂缝混沌特性，利

用时间序列 ( ){ }x t 重构裂缝动力系统演变的相空间。数学描述为： 

设 n 维裂缝动力系统由下列方程表示： 

( )1 2
d , , , , 1, 2, ,
d

i
i n

x f x x x i n
t
= =                                  (4) 

式中： ( )1, 2, ,ix i n=  为参与裂缝动力系统演变的变量。 

将式(4)消元变换成 阶非线性微分方程： 
( ) ( )( )1, , ,n n

ix f x x x −′=                                      (5) 

它可以被描述为时间演变： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1, , , nX t x t x t x t−′=                                   (6) 

将式(6)离散化并用差分方程代替各阶导数，得： 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ), , , 1X t x t x t x t nτ τ= + + −                              (7) 

式(7)为基于延迟时间法重构的特征量计算相空间。 

3.2. 延迟时间τ与嵌入维数 m 

在坐标延迟重构法中嵌入维m 和时间延迟τ 相空间重构的两个重要参数。实际应用中，实测的一维

时间序列都不是理想的无限长和无噪声的。因此，为保证重构的相空间的质量，嵌入维 m和延迟时间τ 不

能随意取值。若延迟时间τ 过小，无法提供两个独立的坐标分量，使得信息“冗余”。若时间延迟τ 过大，

则两坐标在统计意义上又是完全独立的，混沌吸引子的轨迹在两个方向上的投影毫无相关性可言，称之

为“无相关性”[7]。若嵌入维m选择过小，吸引子会发生折叠甚至自相交，使得重构吸引子和原始吸引

子完全不同。若嵌入维 m选择过大，会将噪声放大，并且增加计算量，都不可取。因此需要用一定的方

法来确定合适的嵌入维数 m和延迟时间τ 的值。 

n
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目前确定延迟时间τ 的方法主要有自相关函数法、平均位移法等。确定嵌入维 m 主要有几何不变量

法、虚假最邻近点法、伪最近邻点的改进方法等[8]。这些方法只能单独使用，分别计算延迟时间和嵌入

维数。但是延迟时间和嵌入维数是相互依赖的，需要在进行相空间重构时保证时间窗 ( )1w mτ τ= − 不变。

1996 年 Kugiumtzis [9]提出的时间窗长度和 Kim 等人提出的 C-C 法[10]在时间窗的基础上，先定义关联积

分，再构造统计量 ( )1 , , ,S m n r t ，依据 BDS 统计结论确定 , ,m N r 的合适取值范围，实际计算中利用

( )2 , , , :S m n r t t 的统计结论，实现最优时延 dτ 与嵌入窗 wτ 的估计。C-C 法选择的τ 与互信息法效果类似，

相比于互信息法，该方法具有小数据量、小计算量和强抗噪能力的特点。下面是 C-C 法的基本思路。 
由 Packard [11]和 Takens [12]的时间延迟重构法，定义 1 2, , , , ,i Nδ δ δ δ  为实测的时间序列，并重构

成如下的 m维相空间： 

( ) ( )( )
T

2 1, , , , , , 1, 2, , 1 , m
i i i t i t ii m tX i N m t X Rδ δ δ δ+ + + −

 = = − − ∈   
                  (8) 

式中： t 为延迟时间指数( 1, 2, ,t k=  )。 
假设 2τ 为测量的时间间隔(即测量 iδ 与 1iδ + 的间隔时间)， d stτ τ= 为时间序列的最优时延， ( )1w dmτ τ= −

为延迟时间窗口。只要确定 t ，即可确定 dτ 。设 iX 为m维相空间里的一个相点，那么{ }iX 则构成m维相空

间里的一个相型，表现了裂缝的某一状态，那么相点的连线则构成了点在相空间中的轨道，它表现了微裂缝

数目随时间的演变。 
将嵌入时间序列的关联积分定义为： 

( ) ( ) ( )
1 1

2, , ,
1

M M

i j
j i j

C m n r t r X X
M M = ≠ +

= Θ − −
− ∑ ∑                           (9) 

其中， 0r > ， ( )
0 0

.
1 0

a
a

a
<

Θ =  >
 

N 为数据集的大小；t 为时间延迟指数； ( )1M N m t= − − 为m 维空间的相点数；g 为 Euclidean 距离。 

( ), , ,C m N r t 测量的是相空间中任意两点之间距离小于 r 的概率。假如这里点与点之间的距离用适量

之差的无穷范数表示，即当 N →∞ 时， ( ), , ,C m N r t 的极限存在，那么记极限为 ( ), ,C m r t 。引入函数

( )1 , , ,S m N r t 。定义检测统计量为： 

( ) ( ) ( )1 , , , , , , 1, , ,mS m N r t C m n r t C N r t= −                            (10) 

确定延迟时间主要是考察 ( )1 , , ,S m N r t 对延迟时间指数的依赖性。式(4)在实际计算时，需要先将时

间序列{ }( )1, 2, ,iS i N=  拆分为 t 个不相交的子序列，长度均为 zN N t= ， t 为重构时延， 

{ }
{ }

{ }

1
1 1 1

2
2 2 2

2

, , ,

, , ,

, , ,

t N t

t N t

t
t t N

x

x

x

δ δ δ

δ δ δ

δ δ δ

+ − +

+ − +

=

=

=









                                   (11) 

然后将每个序列进行分块平均，计算每个序列的 ( ), , ,S m N r t 得： 

( )2
1

1, , , , , , , 1, , ,
t

m
s s

s

N NS m N r t C m r t C r t
t t t=

    =         
∑                         (12) 

当 N →∞时，有： 

( )2
1

1, , , , , , , 1, , ,
t

m
s s

s

N NS m N r t C m r t C r t
t t t=

    =         
∑                         (13) 
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若时间序列独立分布，则固定m和 k 。当 N →∞时，对于所有的 r ， ( )2 , ,S m r t 恒等于零。但是，实际

的时间序列有限长且元素时间存在相关性。实际得到的 ( )2 , ,S m r t 一般不为零。 ( )2 , , :S m r t t 反映了时间序

列的自相关性，于是最优时间 wτ 可以在 ( )2 , , 0S m r t = 时选取，或者在 ( )2 , , :S m r t t 对所有的 r 相互差别最小

时的时间点，因为这表明所有点最接近均匀分布。选择对应值最大和最小的两个半径 r ，定义如下的量： 

( ) ( ){ } ( ){ }2 2 2, max , , min , ,S m t S m r t S m r t∆ = −                           (14) 

式(14)是度量 ( )2 , , :S m r t t 关于 r 的最大偏差。其中 ( ), ,S m r k 的零点对于所有的 m 和 r 应该是几乎相

同的，而且 ( ),S m k∆ 的最小值对于所有的 m应该是几乎相同的，否则，时间不是局部最优的，延迟时间

对应于这些局部最优时间的第一个。 

4. 煤岩体裂缝分形损伤演化混沌特性分析 

通过受压状态下，煤岩压裂损伤状态的模拟，得到了裂隙尖端径向应力和轴向应力等指标的时间序

列。对煤岩压裂裂缝系统进行相空间重构，确定性检验、关联维数、Lyapunov 指数计算，从定性方面和

定量方面两方面揭示煤岩裂缝的混沌特性。 
对裂缝自压裂开始到压裂停止的数据进行分析，煤岩裂缝演变的裂缝尖端轴向应力和裂缝尖端径向

应力过程曲线分别如图 1 和图 2 所示。 
 

 
Figure 1. The curve of the evolution process of circumferential stress crack tip  
图 1. 裂缝尖端周向应力演变过程曲线 

 

 
Figure 2. The curve of the evolution process of crack tip curve radial stress  
图 2. 裂缝尖端径向应力演变过程曲线 
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4.1. 相空间重构 

重构相空间，对时间序列确定性进行检验，计算关联维数、Lyapunov 指数和 Kolmogorov 熵。 

4.2. 确定性检验 

对裂缝尖端周向应力序列和裂缝尖端轴向应力序列分别在 4维相空间中取 10个随机固定向量计算进

行确定性试验，实验结果如表 1 和表 2 所示，可以看出微裂缝数目序列的传递误差较小，完全随机序列

的传递误差很大，这说明随机序列中的向量相关性很差，而微裂缝数目序列中存在确定性结构，这是混

沌特性存在的必要条件。 

4.3. 计算关联维数 D2 

根据式(4)重构裂缝尖端周向应力和轴向应力时间序列的相空间，观察随着嵌入维数的变化，关联维

数的变化趋势。计算 ( ),C m r ，绘制 ( )ln , ~ lnC m r r 曲线。如下图 3~图 4 所示。 
 
Table 1. The circumferential stress crack tip sequence and error calculation results of completely random sequence transmission  
表 1. 裂缝尖端周向应力序列与完全随机序列传递误差计算结果表 

微裂缝数目序列 errorE  完全随机序列 errorE  

Y1 6.4296 Y1 1.27E + 09 

Y2 0.5555 Y2 2.41E + 03 

Y3 8.3859 Y3 4.91E + 15 

Y4 3.7079 Y4 3.13E + 08 

Y5 2.4348 Y5 1.55E + 06 

Y6 5.4331 Y6 3.00E + 05 

Y7 3.2655 Y7 4.81E + 29 

Y8 4.7797 Y8 6.33E + 09 

Y9 9.4772 Y9 1.16E + 22 

Y10 1.9581 Y10 5.06E + 16 

 
Table 2. Crack tip axial stress and error calculation results of completely random sequence transmission  
表 2. 裂缝尖端轴向应力与完全随机序列传递误差计算结果表 

微裂缝数目序列 errorE  完全随机序列 errorE  

Y1 2.5504 Y1 4.06E + 16 

Y2 4.6661 Y2 7.21E + 05 

Y3 6.4775 Y3 1.37E + 16 

Y4 3.6318 Y4 1.87E + 08 

Y5 0.5711 Y5 8.93E + 11 

Y6 6.6299 Y6 2.85E + 09 

Y7 0.6691 Y7 7.60E + 12 

Y8 9.7563 Y8 9.81E + 13 

Y9 1.0282 Y9 2.64E + 04 

Y10 3.4224 Y10 9.94E + 10 
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Figure 3. lnC(m,r)~lnr curve of time series circumferential stress at crack tip 
图 3. 裂缝尖端周向应力时间序列 lnC(m,r)~lnr 曲线 

 

 
Figure 4. lnC(m,r)~lnr curve of time series radial stress at crack tip 
图 4. 裂缝尖端径向应力时间序列 lnC(m,r)~lnr 曲线 

 

由图 3~图 4 可知， ( )ln , ~ lnC m r r 曲线中存在直线段，且当 m较小时，直线段斜率较小，间距较大，

当 m增大时，直线段斜率增大，间距变小且逐渐靠拢。当关联维数大于 5 时，各曲线直线段趋于互平行

且逐渐密集，直线段斜率几乎不变，趋于定值，这个值就是表征这几个序列的关联维数。 
关联维数 2D 随嵌入维数 m 的变化曲线如图 5 所示，可得三个序列的关联维数都不是整数，因此煤岩

压裂裂缝系统的时间序列含有混沌成分，存在奇异吸引子。同时也验证了由 C-C 法确定的最小嵌入维数 m
和延迟时间τ 是合理的。 

4.4. 计算最大 Lyapunov 指数 

计算时选取嵌入维数 3, 4,5,6,7m = ，在计算的同时考察最大 Lyapunov 指数随嵌入维数增大的变化规

律，如下图 6~图 7 所示。 
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图 6~图 7 为 ( )x t 随时间 t 变化的曲线，明显看出曲线是增函数，表明最大 Lyapunov 指数为正，表示

相邻轨道发散，进一步说明系统具有混沌特性。曲线斜率随关联维数的增大而减小，并趋于稳定。而最

先趋于稳定的理想空间维数为嵌入维数 m，这也进一步说明了使用 C-C 法求嵌入维数的正确性。 
通过以上的分析和计算，可以看到关联维数 2D 为分数值，最大 Lyapunov 指数大于零，这些都满足

混沌存在的条件，说明裂缝在演化过程中具有混沌特征。该计算结果表明：基于混沌理论描述煤岩体压

裂裂缝演化与裂缝失稳判据提供了具有科学性。 

5. 结论 

基于混沌理论，研究煤岩体压裂裂缝扩展行为，可清晰地揭示煤岩体压裂过程不同压裂阶段裂缝的演 
 

 
Figure 5. Curve of correlation dimension D2 changes with embedding dimension m 
图 5. 关联维数 2D 随嵌入维数 m 变化曲线 

 

 
Figure 6. The maximum Lyapunov exponent of the circumferential stress 
along the crack tip varying with delay time 
图 6. 裂缝尖端周向应力最大 Lyapunov 指数随延迟时间变化规律 
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Figure 7. The maximum Lyapunov exponent of the axial stress along the 
crack tip varying with delay time 
图 7. 裂缝尖端轴向应力最大 Lyapunov 指数随延迟时间变化规律 

 

化行为。从定性的角度看，该方法可以分析煤岩体在压裂过程中的各种非线性行为。本文提出的研究方

法对压裂裂缝描述提供了新的研究方向，揭示了裂缝形成的本质内涵。尤其是针对缝网压裂裂缝形成演

化规律描述问题，研究成果能够指导压裂施工方案。本文的研究对不同的压裂阶段裂缝的演化程度，不

同施工压裂下裂缝的沟通效应研究均将起到科学的前期性基础指导作用。 
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