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Abstract 
In this paper, we study the theory and empirical analysis of mean-variance model with real trans-
action restrictions. We introduce the 0-1 variable to the semicontinuous variable and transform 
the model into an integer programming problem. Based on the idea of quadratic convex reformu-
lation, we propose a new quadratic convex reformulation of research model. By solving the optim-
al parameters of the new reformulation, the lower bound of the continuous relaxation of the orig-
inal problem is improved, so as to improve the efficiency of the branch and bound algorithm. Fi-
nally, this paper analyzes the stock data of China and validates the efficiency. 
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摘  要 

本文研究带真实交易条件的均值–方差模型的理论及实证分析。本文通过引入0-1变量，将含基数约束和
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半连续变量的均值–方差模型转变为一个标准的混合整数二次规划问题。基于二次凸等价形式的思想，

提出了研究模型的一个新的二次凸等价形式。通过求解新等价形式的最优参数来提升原问题的连续松弛

下界，从而提升求解分支定界算法的计算效率。最后，本文利用中国的股票沪深300中的个股数据进行

数值实验，验证改进的模型对于求解分支定界算法效率提升的效果。 
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1. 引言 

1952 年，美国经济学家 Markowitz 在其发表的(Portfolio Selection) [1]文中，第一次从数理经济学的

角度揭示了如何通过分散投资以达到降低风险的作用，开创了现代投资分析理论的先河。Markowitz 在[1]
中提出了均值–方差模型，用均值和方差分别表示资产的收益和风险，将资产的配置问题转化为一个二

次规划问题，即在既定的收益情况下，寻求风险最小的组合，或是给定风险的情况下，寻找收益最大化

的投资组合，建立了著名的马科维茨投资组合理论。Sharp 对马科维茨均值–方差模型进行了简化，提出

了单指数模型，将组合的风险和收益与市场组合联系起来，大大降低了模型的计算量[2]。Sharp，Lintner
和 Mossin 对马科维茨模型进行了进一步的发展，建立了资本资产定价模型，对证券收益和市场组合收益

之间变动的敏感性进行了分析[3] [4] [5]。经过多位学者的深入研究，马科维兹投资组合理论在应用性等

方面得到了极大的提升。随着我国金融体系与世界的接轨，人民币国际化的大趋势，以及外汇、债券、

大宗商品、衍生品等金融工具的发展和完善，金融风险管理成为金融学的一个重要课题。如何在这种不

确定的环境下进行资本的优化和配置成为机构投资者和普通投资人面临的重要问题，也即投资组合优化

问题。 
本文研究了带基数约束和半连续变量的投资组合问题。首先，我们参考经典的马科维兹投资组合模

型，通过方差刻画投资组合的风险，并且考虑现实投资中的交易条件，在对个股的持有量和预算进行了

限制，在合理控制各项约束的条件下最小化投资组合的风险。由于模型中引入基数约束来限制股票的数

量，这使得该问题是 NP-难的。故而，我们考虑原问题的一个新的等价形式，得到比原连续松弛更好的

下界。数值实验表明通过优化软件 CPLEX 求解新的等价问题可以更快地求得最优解。我们利用中国 A
股市场的沪深 300 成分股进行了数值分析，结果表明经过改进的投资组合模型具有更好的准确性和求解

效率，对投资者有一定的助益。 
在本文中，我们用 nR+ 来表示 nR 的非负象限， nS 来表示 n n× 的对称矩阵集， ( )tr AB 表示 AB 的迹，

即 ( )
, 1

tr
n

ij ij
i j

AB a b
=

= ∑ ，对于任意 na R∈ ， ( ) ( )1diag diag , , na a a=  表示 ia 为第 i 个对角元素的对角矩阵。 

2. 模型构建 

假设可投资风险资产集合为 n 种股票，各股票的收益率分别为 1 2, , , nµ µ µ ，各股票的投资比例分别

为 1 2, , , nx x x 。通过设定预期收益 ρ，使得 xE ρ≥ 来保证投资收益。Q 来表示各资产的收益率之间的协方
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差矩阵。根据马科维兹投资组合理论，均值—方差模型表示为： 

( ) ( ) T

T

1

P : min 

    s.t.

       1
n

i
i

q x x Qx

x

x

µ ρ

=

=

≥

=∑

 

基于实际投资的考虑，本文在模型中还增加了两个约束。首先，由于组合投资中的交易成本和管理

费用的考虑，投资者不可能同时持有很多种的股票，故而引入了基数约束，规定组合中股票数量不超过

K 种，即 0x K≤ 。同时，为防止在组合中占有比例过小的股票对整体组合的风险和收益产生影响，以及

交易费用的考虑，投资者需要对每个股票的最小买入量 ia 的设置来规避占有比例过小的股票的存在。另

外，“鸡蛋不能放在同一个篮子中”，出于分散风险的考虑本文亦对每个股票的持有上限量进行限制。

综上，令 { } [ ] 0 ,i i ix a b∈ ∪ ，称其为半连续变量，表示如果第 i 个股票不被持有，投资比例 ix 等于 0，如

果第 i 个股票被持有，投资比例 ix 介于 ia 和 ib 之间。基于以上考虑，我们建立了如下含基数约束和半连

续变量的均值–方差模型(P)： 

( ) ( )

{ } [ ]

T

T

1

0

P : min 

    s.t.

       1

       

        0 , , 1, ,

n

i
i

i i i

q x x Qx

x

x

x K

x a b i n

µ ρ

=

=

≥

=

≤

∈ ∪ =

∑



 

其中 Q 为 n 阶半正定对称矩阵；同时 0x K≤  ( [ ]1,K n∈ 且为整数)通常用来表示非零变量的个数。 
在不考虑交易费用的情况下，以上模型实际上是带有基数约束和半连续变量的二次优化问题，即选

择合适的投资组合在满足各约束条件下最小化组合风险。 

3. 模型求解 

在本节里，我们将讨论上述带有基数约束和半连续变量的投资组合模型的一种新的更为有效的 0-1
二次混合整数规划形式。 

对于含半连续变量的二次规划问题，文献中[6]比较常见的方式是引入 0-1 变量，将其转化为等价的

混合整数二次规划问题。通过引入 0-1 变量 iy 来替代上文的半连续变量 ix  ( 1, ,i n=  )，上述均值–方差

模型(P)可以等价转化为以下形式： 

( ) ( )
( )

T

T

T

P : min 

    s.t.                                                                                                 1

        1                                                                

q x x Qx

x

e x

µ ρ

=

≥

= ( )
( )T

                                  2

                                                                                                        3

        , 1, ,                            i i i i i

e y K

a y x b y i n

≤

≤ ≤ =  ( )
{ } ( )

                                           4

        0,1                                                                                              5ny∈

 

由于基数约束的引入，问题(PC)是 NP-难的。尽管现有的整数规划软件 CPLEX 可以通过分支定界法

来求解线性、非线性等整数规划问题，基于实际投资活动效率优先原则，须设计对应的算法来保证其求

解能力。由于分支定界法的求解效率取决于它的连续松弛下界，连续松弛下界越高，分支定界法求解的
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越快。因此本文旨在寻找原问题(PC)的一个等价形式，通过求解新等价形式的最优参数来提升原问题的

连续松弛下界，进而保证分支定界法算法效率的提升。Billionnet 和 Ellouni 在论文[7]中提到了一种提升

连续松弛下界的新思路，方法是在原目标函数上加了两个在可行域内等于零的函数，分别是

( )2
1

n
i i ii y yσ

=
−∑ 和 ( )1

n
i i i ii x y xλ

=
−∑ ，继而通过选取合适的参数σ 和 λ 来使得连续松弛的下界得以提升。

受其启发，本文借鉴使用论文[7]中添至原目标函数的两个函数 ( )2
1

n
i i ii y yσ

=
−∑ 和 ( )1

n
i i i ii x y xλ

=
−∑ ，将之

合并作为函数 ,gσ λ ，并在此基础上创新性地添加函数 ,P Nf 。 
对于 ,gσ λ 、 ,P Nf 的构造，须使得对于任意满足如下两个条件： i i i i ia y x b y≤ ≤ ， { }0,1iy ∈ 的 ix ， iy ，

总有 , 0gσ λ = 和 , 0P Nf = 。令 ( )T
1, , n

n Rσ σ σ= ∈ ， ( )T
1, , n

n Rλ λ λ= ∈ ，( ), n nP N S S∈ × ， 0ijP ≥ ， 0ijN ≥ 。

,gσ λ ， ,P Nf 分别表示为如下形式： 

( ) ( )

( ) ( )

2
, 1 1

, , 1 , 1max 0, 1 min ,

n n
i i i i i i ii i

n n
P N ij i j i j ij i j i ji j i j

g y y x y x

f P y y y y N y y y y

σ λ σ λ
= =

= =

= − + −

   = − + + − + −   

∑ ∑
∑ ∑

 

由于 , 0gσ λ = ， , 0P Nf = ，故而可以把 ,gσ λ 、 ,P Nf 加到原目标函数上去，从而形成问题(PC)的如下等

价形式： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , , ,, , ,  min  , ,                       6

                      s.t. 1 , 2 , 3 , 4 , 5
P N P NP P N q x y q x y g fσ λ σ λσ λ = + +

 

对于等价形式 ( ), , ,P P Nσ λ ，我们可以通过进一步适当添加新的二次有效不等式来提升连续松弛的

下界，从而提高求解 SDP 松弛求解的效率。Anstreicher [8]提出了一种问题(P)的 SDP + RLT 松弛方法，

方法是在原 SDP 松弛上通过添加新的 RLT 约束： { }max 0, 1ij i jX x x≥ + − ， { }min ,ij i jX x x≤ − −

( ), 1, ,i j n=  。 受 其 启 发 ， 本 文 引 入 新 变 量 ( ), , 1, ,ij iju v i j n=  。 令 { }max 0, 1ij i ju y y≥ + − ，

{ }max ,ij i jv y y≥ − − ，因此问题 ( ), , ,P P Nσ λ 可以等价表述为： 

( ) ( ) ( )

{ }

, , , , , 1 , 1

T T T

, , ,  min  , ,

                         s.t. , 1,
                              , 1, , , 0,1
               

n n
P N ij i j ij ij i j iji j i j

i i i i i i

P P N q x y q x y g P y y u N y y v

x e x e y K
a y x b y i n y

σ λ σ λσ λ

µ ρ
= =

   = + + − + + +   
≥ = ≤

≤ ≤ = ∈

∑ ∑



               0, 1, , 1, ,

                              , , , 1, ,
ij ij i j

ij i ij j

u u y y i j n

v y v y i j n

≥ ≥ + − =

≥ − ≥ − =





 

其中 ( ), n n n nu v R R× ×∈ × 。 

回顾一下，我们通过将 ( ),q x y 转化为凸函数 ( ), , , ,P Nq x yσ λ ，使得我们可以通过基于连续松弛的分支

定界法来求解等价问题 ( ), , ,P P Nσ λ 。由于分支定界法非常依赖于搜索树根节点的下界，而这个下界等

同于在一定的多项式时间内可解的问题 ( ), , ,P P Nσ λ 的连续松弛的最优值。我们令 ( ), , ,P P Nσ λ 来表示

( ), , ,P P Nσ λ 将 { }0,1 ny∈ 转化为 [ ]0,1 ny∈ 的连续松弛，令 ( )( ), , ,v P P Nσ λ 来表示 ( ), , ,P P Nσ λ 的值。故

而我们接下来要确认参数 * * * *, , ,P Nσ λ ，使得 ( )* * * *, , ,P P Nσ λ 的连续松弛的值尽可能最优。更准确而言，

我们将要求解以下问题： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

CP  max  , , ,

                s.t. , , , , 0, 0, , 1, ,           7

1 diag
2                    0                                                   8

1 diag diag
2

n n n n
ij ij

v P P N

R R P N S S P N i j n

Q

N P

σ λ

σ λ

λ

λ σ

∈ × ∈ × ≥ ≥ =

 
 
 
 + − 
 




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在接下来的定理一中，我们会说明问题(CP)等同于问题(P)的半定松弛的 SDP 对偶形式。因此，问题

(CP)的最优解 * * * *, , ,P Nσ λ 可以通过求解(SDP)在多项式时间内得到。 
定理一：问题 ( )( ), , ,v P P Nσ λ 等于以下半正定规划问题： 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

T T

SDP  max  

1 1diag
2 2

1 1           s.t. diag diag 0
2 2

1 1
2 2

               , ,

               , , ,

               , ,

T

n n n n

Q e

N P O

e O Ks e e He

R R s R

R R R R

H T M

τ

λ λ η β α

λ σ

λ η β α η π τ

κ η

α β ζ π
+ + +

+ + + +

 − + + − 
 
 + − 
 
 − + + − − − − − − 
 
∈ ∈ ∈

∈ × × ×



( ),
               0, 0, 0, 0, , 1, ,

               
               

n n n n

ij ij ij ij

R S S S S
H T M R i j n

P H T
N M R

∈ × × ×

≥ ≥ ≥ ≥ =

= +
= +



 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
, 1

diag diag
n

ij ij i ij ij j
i j

O se a b H M e H R eσ π α β
=

 = − + + + − + − + − ∑  

设 ( )* * * * * * * * * * * *, , , , , , , , , , ,P N H T M Rσ λ α β ζ π 为(SDP)的最优解，则 ( )* * * *, , ,P Nσ λ 为(CP)的最优解，

且 ( ) ( ) ( )SDP CP Pv v v= = 。 
用 ( ), , ,L x y u v 来 表 示 ( ), , ,P P Nσ λ 的 拉 格 朗 日 对 偶 形 式 ， 对 偶 系 数 的 范 围 分 别 为 ：

( ), , s R R Rκ η + + +∈ × × ， ( ), , , n n n nR R R Rα β ζ π + + + +∈ × × × ， ( ), , , n n n nH T M R S S S S∈ × × × 。 用 ω 表 示

, , , , , , , , , ,s H T M Rκ η α β ζ π 组成的向量，故而 ( ), , ,P P Nσ λ 的拉格朗日对偶问题可以表示为： 

( ){ }max min , , , | 0L x y u v ω ≥  

因此，拉格朗日对偶 ( ), , ,L x y u v 可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T 2

1 1 , 1

T T T

, 1

T T

1 1

, 1 , 1 1 ,

, , , 1

1

1

n n n

i i i i i i ij ij i j
i i i j

n

ij ij ij ij
i j

n n

i i i i i i i i
i i

n n n

ij i j ij ij ij ij i ij ij
i j i j i i

L x y u v x Qx y y x y N P y y

P u N v x e x s e y K

a y x x b y y y e

H y y u T u M y v R

σ λ

κ µ ρ η

α β ξ π

= = =

=

= =

= = =

= + − + − + −

+ + − − + − + −

+ − + − − + −

+ + − − − + − − +

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ( )

( ) ( )
( )

1

1 2

1

                  , ,

, 0 0
                  

n

i ij
j

y v

L x y L u v

L x y P H K N M R

=

− −

= +

− − = − − == 
−∞

∑

且

其他

当

 

其中： 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T

T

,

2

T T

T

T

1

T
1

1 diag
2

1 diag diag
2

             diag diag

     

,

, tr

     

t

  

r

 

n

ij ij i ij ij j
i j

L x y x y

L u v P H K u N M

Q x
e x

yN P

se a b H M e H R e y

Ks e e He

λ
λ κµ η α β

λ σ

σ ζ π α β

ρκ η π

=

 
  
  + − − + − + 
  + − 
 

  + − + − + + − + − + − 

=

 = − − + −

  
+ − − −



−

∑

( ) TR v − 

 

运用 Shor 的半定松弛框架(见 Ben-Tal A 第 3.4 章所著)： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) T T

1 1diag
2 2

1 1diag diag 0
2 2

1 1
2 2

T

Q e

N P O

e O Ks e e He

λ λ η β α

λ σ

λ η β α η π τ

 − + + − 
 
 + − 
 
 − + + − − − − − − 
 

  

其中： ( ) ( ) ( ) ( )
, 1

diag diag
n

ij ij i ij ij j
i j

O se a b H M e H R eσ π α β
=

 = − + + + − + − + − ∑  

4. 数值实验 

在本节，我们将进行一系列带有基数约束和半连续约束的均值方差模型的数值实验。本实验的目的

在于比较原问题(P)和经过改进的模型 ( ), , ,P P Nσ λ 得出连续松弛下界的数值差异，从而验证改进的模型

对于求解分支定界算法效率是否具有提升效果。 
本文选择的数据为 WIND 数据库中沪深 300 成分股和行业指数，样本数据期间为 2007 年 1 月到 2016

年 12 月。首先，我们选择其中的沪深 300 行业指数作为因子，各个股票收益率通过对行业指数收益率进

行线性回归建立因子模型。然后，我们选取沪深 300 指数的成分股作为可投资对象集合。最后我们通过

设计 Matlab 程序来比较两个模型连续松弛的下界。 
为了完成上述 MV 问题的实验，本文从沪深 300 中随机选取股票数量为 40 个，股票上限数量 K = 5。

对称矩阵 Q 的元素是由行业收益率建立的多因子模型确立，单个股票收益率 µ 由选取的 40 只个股收益

率的平均数确定，组合预期收益率 ρ 设定为个股收益率 µ 的 1.5 倍。最小和最大买入限制 ia 和 ib 分别在

区间[0.175, 0.225]和[0.325, 0.375]中随机选取。两个 SDP 问题是通过 Matlab 2016a 求解，运行程序的电脑

配置为 PC (2.5 GHz，8 GB RAM)。 
我们给出了标准整数规划模型和我们改进的整数规划模型的连续松弛的下界。标准整数规划模型的

连续松弛下界为 57.9172，经改进的整数规划模型的连续松弛下界为 67.3507。从给出的结果可以观察，

相较于标准整数规划模型，改进的整数规划模型求解得到的连续松弛下界相比于原问题得到的连续松弛

下界提升了 16.3%。故而在实际投资活动中，本文所提出的改进模型能够更有效地求解真实投资环境中

的问题，从而更好地提升投资效率和效益。 

5. 结论 

本文研究了带基数约束的投资组合问题。首先，我们参考经典的马科维兹投资组合模型，通过方差

刻画投资组合的风险，并且考虑现实投资中的种种因素，在对个股的持有量和预算进行了限制，在合理

控制各项约束的条件下最小化投资组合的风险。由于模型中引入基数约束来限制股票的数量，这使得该
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问题是 NP-难的。故而，我们考虑原问题的一个新的等价形式，得到比原连续松弛更好的下界。数值实

验表明改进的模型可以得到更好额连续松弛下界，从而对于求解分支定界算法效率有着明显的提升效果。 
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