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Abstract 
This paper mainly tends to investigate the exponential stability problem for a class of impulsive 
switched systems with nonlinear perturbation and time delay which consist of both Hurwitz stable 
and unstable subsystems. Based on the average dwell time approach to study the exponential sta-
bility of the system, The sufficient conditions of exponential stability are derived by using the giv-
en lemmas; some sufficient conditions are given to ensure that the state trajectory of the system 
remains in a bounded region over a prespecified finite time interval. A numerical example is em-
ployed to show the efficiency of the theories. 
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摘  要 

本文研究了一类含时滞的非线性脉冲切换系统稳定性问题，利用平均停留时间方法对系统的指数稳定性

进行了探究，并结合引理给出了保证系统指数稳定的充分条件，以及确保系统状态在一段特定时间区间

内始终不超出某个特定区域的充分条件。最后给出算例说明了定理的有效性。 
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1. 引言 

切换系统稳定性[1] [2]结果可以分为依赖切换序列的稳定性问题与切换序列不受限制的稳定性问题

两类。脉冲的概念可以理解为在系统运行过程中一些变量在某一时刻瞬时的骤增或剧减。这种短暂的骤

变会使系统运动状态产生很大变动，因此，这样的骤变不容忽视，将这类现象考虑到系统描述中就是常

见的脉冲切换系统[3] [4] [5]。正是由于这一系统更加准确地描述了物体的运动状态，并精确地描绘了物

体的运动轨迹，才使得脉冲系统的应用愈加广泛。 
时滞现象广泛的存在于系统控制、物理学、生态学等领域的研究中[6]。正是由于其存在的普遍性才

使得时滞现象成为人们在研究各种自然现象和社会科学时所不可忽视的因素。时滞的出现常常会破坏系

统的稳定性，使系统产生变差，因此如何消除时滞对系统产生的不利影响就成了系统控制界研究的一个

热门问题。 
停留时间和平均停留时间这两个概念是 Morse 和 Hespanha 提出的。在文献[7]中可以找到有关停留时

间的详细介绍及一般理论，正如文中所给出的，停留时间就是指每个子系统被激活所需要的时间。在文

[8]中，继停留时间的概念后又提出了平均停留时间的概念。“平均”二字体现在：在一个切换系统中，

不要求每个子系统的激活时间都大于 aτ ，系统中也有可能出现激活时间小于 aτ 的情况，但综合所有子系

统激活的平均时间大于 aτ 时，系统就会达到稳定。 
本文研究了一类含时滞的脉冲切换系统稳定性问题，利用平均停留时间方法结合给定的几个引理研

究了系统的指数稳定性和有限时间稳定性。本文所讨论的系统是在文[9]所给出的系统中引入时滞的结果。 

2. 预备知识 

在下文中，用符号“T”表示矩阵的转置，符号 nR 代表n维欧氏空间，若向量 nu R∈ ，则 ( )1 2
2

1
n

iiu u
=

= ∑ ； 

R、 R+ 、 R− 分别代表全体实数、正实数、负实数。 

( ) ( )( )1, | : , d
ppn n

p p R
L R R u u R R u u t t

+
+ +

 = → = < +∞ 
 

∫ , 1 p≤ < +∞ , 

n mR × 代表所有 n m× 实数矩阵，I 为对应阶的单位矩阵。 
考虑下列脉冲切换系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ]
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1

0 0

, , , , 1, 2,

,

,

, 0,

k kt t

k k k k

x t A x t f t x t t t t k

x t x t x t F x t t t

x t x

x t h t t

σ στ −

+

+

= − + ∈ =

∆ = − = =

=

= <




                   (1) 
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其中 nx R∈ 代表系统状态， 0x 表示初始状态， Nτ ∈ 表示时滞， ( )h t 是定义在区间 [ ],0τ− 的初始值函数。

指示函数 ( ) ( ) { }: 0, 1, ,t T G gσ →   表示子系统间的切换信号， 0g > 表示系统中所含子系统的个数，其

中 ( )iA i G∈ 是常数矩阵， ( )( )( ),if t x t i G∈ 表示系统所含的非线性扰动，并且满足条件： 

( )( ) ( ) 22
,if t x t m x t≤ , i G∈ , 

m 是常数且 0m > 。 ( )1,2,kF k =  是常数矩阵，代表在切换时刻所产生的脉冲结果，且 0 k kF θ< ≤ ，

( ),N tσ τ 表示切换信号σ 在区间 ( ), tτ 的切换次数，并且假设 ( ) ( )0
limk kl

x t x t l+
+

→
= + 。 

定义 1 [10] 指数稳定性的判据：如果系统(1)对于任意的切换信号 ( )tσ ，在 0t t> 时，存在正常数α 和

λ ，使得 ( ) ( )0
0e t tx t xλα − −≤ ， ( )0 0x t x= 则称系统(1)是全局指数稳定的。 

定义 2 [11] 平均停留时间定义：对于每个切换信号σ ，任意给定时间 0t u t> > ， ( ),N u tσ 定义为切

换信号σ 在时间区间 ( ),u t 上的切换次数。对于给定的 0N ， 0aτ > ，定义 [ ]0,a aS Nτ 为切换信号的集合，

满足： 

( ) 0,
a

t uN u t Nσ τ
−

≤ +  

其中 aτ 叫做平均停留时间，将 0N 称为震颤界。 
引理 1 [12]   
系统： 

( ) ( ) ( )( ),x t Ax t w f t x t= − + ,                             (2) 

满足条件：A 为 n 阶常数矩阵，w 是实数， ( )( ), ,f t x t t R+∈ 表示非线性函数。 
给定系统(2)的初始条件： 

当 0t < 时 ( ) ( )x t h t= ; ( ) 00 nx x R+ = ∈ ,                         (3) 

其中 ( ) : nh t R R− → ， ( )( ), ,f t x t t R+∈ 满足： 
(i) ( ),0 0f t = ； t R+∈ ； 
(ii) ( )( ) ( )

22
,f t x t m x t≤ , m 是常数。 

系统(2)在 R+ 上存在解，表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
, d ,

t
x t V t x Y t V t u f u x u t R+= + + − ∈∫ , 

其中 ( )V t 满足微分方程： ( ) ( )V t AV t τ= − , ( )Y t 满足 

( ) ( )
1 qq

Y t V t h A≤  

( ) ( )
0

, d
t
V t u f u x u−∫ 满足 

( ) ( ) ( )
10

, d
t

qq
V t u f u x u V t m x− ≤∫ , 

给 ( )x t 取范数得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1qq q q
x t V t x V t h A V t m x t≤ + +  

引理 2 [13]   
对于齐次方程： 
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( ) ( )V t AV t r= − ,                                     (4) 

将方程(4)定义在区间 [ )0 ,t β 上，且初始条件
0t

V φ= ，φ ∈Ψ ，其中集合Ψ表示所有定义在 [ ],0 nr R− →

上的连续函数的全体。规定当 0t < ， ( ) 0V t = ， 

齐次方程(4)的特征方程为： 

( )det e 0rI A λλ −− = ,                                   (5) 

对任意的 0ρ > ， 0γ > ，如果对于每一个矩阵 A 以及方程(5)的每一个特征根都满足 0 Reλ ρ< < ，

则有常数 0N > ，对于初始值为
0t

V φ= ，φ ∈Ψ 的方程(4)满足： 

( ) ( )0e t tV t N ρφ −≤ ，对于所有的 0t t≥ 。 
如果 Re 0λ < ，则有 

( ) ( )0e t tV t N γφ − −≤ ，对于所有的 0t t≥ 。 

3. 主要结论 

对于在时间区间 ( )0, t 的任意切换信号 ( )tσ ，定义 ( )0,T t+ 为特征根的实部 Reλ ρ< 的所有子系统的

总的活跃时间， ( )0,T t− 为所有特征根的实部 Re 0λ < 的子系统的总的活跃时间。 { }maxi iρ ρ= ，

{ }mini iγ γ= ，对任意给定的 β ，选择任意的常数 ( )* 0,β β∈ 满足 

( )
( )

*

*

0,
0,

T t
T t

ρ β
γ β

−

+

−
≥

+
,                                  (6) 

对于任意的 0 t T< ≤ 。 
定理 1  对于给定的 m 和时间 T，若切换信号满足条件(6)，且存在正常数 *

aτ 使得任意的平均停留时 

间 *
a aτ τ> ，m 满足

2 evm
N

β
φ

< ，则系统(1)满足

 

( ) ( )( )02

0

e
0 max2 222

e e d e
vt N m t tv u

t
x t N x h A u

β φβφ
− − − ≤ +  ∫ , 

即切换系统(1)是全局指数稳定的。这里 max 0max i M iA A≤ ≤= ， 0
vN
k

= ， *
*a
kτ

β β
=

−
，k 和 v 满足

( ) ( ) ( )*
0 00,kN t t t v t tσ β β− − ≤ − − 。 

证明 定义 1 2, ,t t 为切换发生的时间点，t 满足 1 1k kt t t t +< < ≤ ≤ ，设 ( )0,1,kp k =  ， [ ]1,kp g∈ 是

切换信号 ( )tσ 在 ( ]1,k kt t + 上的函数值。 

当 ( ]10,t t∈ 利用引理 1 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0

0 0 0 0 , d
t

t
x t V t x Y t V t u f u x u= + + −∫ , 

以及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0
1 0 1 0 0 1 0 1 0 , d

t

t
x t V t x Y t V t u f u x u= + + −∫ . 

基于脉冲结果在 1t t= 时的作用，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

1 1 1

1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 , d
t

t

x t I F x t

I F V t x I F Y t I F V t u f u x u

+ = +

= + + + + + −∫
. 

同样地，在时间 ( ]1 2,t t 内可得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

0

1

1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 1 1 0 1

1 1 0 1 0

1 1 1

, d

, d

, d

t

t

t

t

t

t

x t V t x t Y t V t u f u x u

V t I F V t x V t I F Y t

V t I F V t u f u x u

Y t V t u f u x u

+= + + −

= + + +

+ + −

+ + −

∫

∫

∫

, 

及 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

2

1

2 1 2 1 0 1 0 1 2 1 0 1

1 2 1 0 1 0

1 2 1 2 1

, d

, d

t

t

t

t

x t V t I F V t x V t I F Y t

V t I F V t u f u x u

Y t V t u f u x u

= + + +

+ + −

+ + −

∫

∫

 

又 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

2

1

2 2 1 2 1 0 1 0 2 1 2 1 0 1

2 1 2 1 0 1 0 2 1 2

2 1 2 1

, d

, d

t

t

t

t

x t I F V t I F V t x I F V t I F Y t

I F V t I F V t u f u x u I F Y t

I F V t u f u x u

+ = + + + + +

+ + + − + +

+ + −

∫

∫

. 

通过归纳总结，可以推导出在时间区间 ( ]1,M Mt t + ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

0

2

1

1

1 1 0 1 1 1 0 1
1 1

1

1 1 1 0 1 0
1
2

1 1 2 1 2
1

1 1 2 1 2 1

, d

, d

M M

M M k M k M k M M k M k M k
k k

M t
M M k M k M k t

k
M

M M k M k M k
k

t
M M k M k M k t

x t V t I F V t x V t I F V t I F Y t

V t I F V t I F V t u f u x u

V t I F V t I F Y t

V t I F V t I F V t u f u x u

−

+ − − + − + − − + −
= =

−

+ − − + −
=

−

+ − − + −
=

+ − − + −

= + + + +

+ + + −

+ + +

+ + + −

∏ ∏

∏ ∫

∏

∫

( ) ( ) ( )

2

1

, d
M

M

k
t

M M Mt
Y t V t u f u x u

−

=

+ + + −

∏

∫

.

 

由于 0 k kF θ< ≤ ，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

0

1 1 0
1

1

1 1 1 0 1
1
1

1 1 1 0 1 0
1
2

1 1 2 1 2
1
2

1 1 2 1 2 1
1

, d

,

M

M M k M k M k
k

M

M M k M k M k
k
M t

M M k M k M k t
k
M

M M k M k M k
k

M

M M k M k M k
k

x t V t I V t x

V t I V t I Y t

V t I V t I V t u f u x u

V t I V t I Y t

V t I V t I V t u f u x

θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

+ − − + −
=

−

+ − − + −
=

−

+ − − + −
=

−

+ − − + −
=

−

+ − − + −
=

= +

+ + +

+ + + −

+ + +

+ + + −

∏

∏

∏ ∫

∏

∏

( ) ( ) ( )

2

1
d

, d
M

t

t

t
M M Mt

u

Y t V t u f u x u+ + + −

∫

∫

. 
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令 { }max kθ θ= ，利用引理 2，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

0 0

1

0

2

1

1 , ,1
02 22

1 , ,1
02 2 2

1 , ,
12 2 2

, ,
2 2 2

1 e

1 e d

1 e d

e d
M

M M T t t T t tM

tM M T u t T u tM
t

tM M T u t T u tM
t

t T u t T u t
Mt

x t N x

N A h m x u u

N A h m x u u

N A h m x u u

γ ρ

γ ρ

γ ρ

γ ρ

φ θ

φ θ

φ θ

φ

− +

− +

− +

− +

+ − ++

+ − ++

− − +

− +

≤ +

+ + +

+ + +

+ + +

∫

∫

∫

. 

对于任意给定的θ ，φ和 N，可以找到常数 k 满足 ( ) 21 ekNθ φ+ ≤ ；因此有， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

0 0

1

0

2

1

, ,
02 22

, ,
02 2 2

1 , ,
12 2 2

, ,
2 2 2

e e

e e d

e e d

e d
M

T t t T t tkM

t T u t T u tkM
t

tk M T u t T u t

t

t T u t T u t
Mt

x t N x

N A h m x u u

N A h m x u u

N A h m x u u

γ ρ

γ ρ

γ ρ

γ ρ

φ

φ

φ

φ

− +

− +

− +

− +

− +

− +

− − +

− +

≤

+ +

+ +

+ + +

∫

∫

∫

 

式(6)可以等价地写成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
0 0 0 0 0, , , ,T t t T t t T t t T t t t tρ γ β β+ − + − − ≤ − + = − −  . 

由上述不等式，可以得到： 

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

*
0

*1

0

*2

1

*

02 22

02 2 2

1
12 2 2

2 2 2

e d

e d

e d
M

kM t t

t kM t u

t

t k M t u

t

t t u
Mt

x t N e x

N A h m x u u

N A h m x u u

N A h m x u u

β

β

β

β

φ

φ

φ

φ

− −

− −

− − −

− −

≤

+ +

+ +

+ + +

∫

∫

∫

. 

同时可以找到常数 v 满足： 

( ) ( ) ( )*
0 0 0,kN t t t t v t tσ β β− − ≤ − − , 

其中 0
vN
k

= ， *
*a
kτ

β β
=

−
， 0 maxmax i M iA A≤ ≤ = 。因此有 

( ) ( ) ( ) ( )( )0

0
0 max2 2 222 2

e e d
tv t t v t u

t
x t N x N h A m x u uβ βφ φ− − − −≤ + +∫ , 

将上式变形得 

( ) ( )( )0

0
0 max2 2 222 2

e e e d
tv tt v u
t

x t N x N h A m x u uββ βφ φ+ +≤ + +∫ , 

上式也可改写为： 

( ) ( )0

0
0 max2 2 222 20

e e e e d e d
t ttt v u v u
t

x t N x h A u N m x u uββ β βφ φ + ≤ + +  ∫ ∫  

利用引理 3，可以得到： 

( ) 20 0

0

e d
0 max2 222

e e d e
t v
tv t N m utt u

t
x t N x h A u

β φβ βφ
− + ∫ ≤ +  ∫  
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还可以写成 

( ) ( )00 2

0

e
0 max2 222

e e d e
vt v t N m t tt u

t
x t N x h A u β φβ βφ − + − ≤ +  ∫  

变形得： 

( ) ( )( )02

0

e
0 max2 222

e e d e
vt N m t tv u

t
x t N x h A u

β φβφ
− − − ≤ +  ∫  

当 m 满足条件
2 evm

N h
β

< 时，由此便可证得脉冲切换系统(3.1.1)满足定义 2.3.1 中所要求的条件， 

即对于满足定理条件的切换信号系统是指数稳定的。 

4. 算例 

考虑系统中所描述的参数： 

1

1 1
1 0

A  
=  
 

, 2

2 2
1.3 2

A
− 

=  − 
, 

显然 1A 是不稳定的， 2A 是 Hurwitz 稳定的，由计算可得 1N = ， 0.8ρ = ， 1γ = 。 
此外，脉冲矩阵：

 

1

0.5 0
0 0.3

F
− 

=  − 
, 2

0.2 0
0 0.3

F  
=  
 

, 

其中 1F 表示由子系统 1A 切换到子系统 2A 时所产生的脉冲矩阵， 2F 表示由子系统 2A 切换到子系统 1A 的

脉冲矩阵，易得 0.5θ = 。 
假设非线性扰动 

[ ]T1 1 20f x x= , [ ]T2 1 20 2f x x= − , 

初始值 [ ]T0 2 1x = 。 

令
2 1φ = ，由不等式 ( ) 21 ekNθ φ+ ≤ 可以求得 1k = 。

 

如果取 0.1β = ， * 0.6β = ，平均停留时间 *
*

1 2 s
0.6 0.1a

kτ
β β

= = =
−−

, 
( )
( )

*
0

*
0

, 1.4 3.5
0.4,

T t t
T t t

β β
β β

− +

+ −

+
≥ = =

−
， 

考虑系统总的作用时间为 4.5 sT = 时的情况，图 1 所描述的是 1A ， 2A 的激活时间分别是 1 s 和 3.5 s 时系

统的运动轨迹，从图中可以清楚地看到系统(1)是指数稳定的。 
 

 
Figure 1. The state trajectory of the systems that the average dwell time 2 saτ >  
图 1. 平均停留时间 2 saτ > 的系统运动轨迹 
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若切换系统的非线性扰动满足： ( )( ) ( )
22

,if t x t m x t≤ ，令 0v = , 
2 evm

N
β
φ

< ，由计算可得 0.056m < 。 

相应地，当非线性扰动： 

[ ]T1 1 20 0.3f x x= , [ ]T2 1 20 0.5f x x= , 

可以得到 0.1m > 。图 2 是系统运动轨迹的模拟，这时系统已不满足指数稳定性。 
 

 

Figure 2. The state trajectory of the systems that the average dwell time 2 saτ <  
图 2. 平均停留时间 2 saτ < 的系统运动轨迹 

5. 结论 

本文研究了一类脉冲切换系统的指数稳定性，系统中既含有 Hurwitz 稳定子系统又含不稳定系统，

并将时滞与非线性扰动引入系统中，利用平均停留时间方法给出了使系统满足指数稳定性的充分条件。 
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