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Abstract 

This paper considers the single-machine scheduling problem with deterioration effect and group 
technology, where the processing time of a job within each group and the setup time of a group is a 
simple linear deterioration effect function of its starting time. Our objective is to determine the 
schedule of jobs within each group and the schedule of groups in order to minimize the weighted 
sum of k power of completion (waiting) time. Some optimal properties are given, and then we 
prove that this problem can be solved in polynomial time. 
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摘  要 

研究具有恶化效应的单机成组排序问题，其中同一组内工件的加工时间和各组之间的调整时间都是其开

工时间的简单线性恶化函数。目标是确定同一组内工件的排列顺序和各组之间的排列顺序使所有工件的
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加权完工(等待)时间的k次幂和最小。对此问题给出了一些性质，并提出了多项式时间最优算法。 
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1. 引言 

在经典排序中，假设工件的加工时间为常数，但有很多的实际生产过程，工件的加工时间可能与其

开工时间有关。如在钢铁制造企业的连铸–轧制生产过程中，炼钢的基本单元是炉次，它是指同一座转

炉一次共同冶炼的钢水。在炼钢的连铸阶段，高温熔融钢水在连铸机底部连续凝固成钢坯。当等待时间

增加时(即加工开始时间延后)，在连铸机上加工的炉次的温度将会降低，从而造成炉次加工时间的恶化(刘
鹏等[1])。关于具有恶化效应的问题，读者可以参考文献 Ng 等[2]，Sun 等[3]，Pei 等[4]，Gawiejnowicz [5]，
王吉波等[6]。随着市场的发展，为适应顾客多品种小批量生产方式的需求，成组技术应运而生。在成组

排序问题中，工件可以分成“类似”工件的工件组。同组的工件连续加工时，不需要或需要较少的安装

时间；不同组的工件接连加工时，需要一定的或需要较多的安装时间(Potts 和 Van Wassenhove [7]，Webster
和 Baker [8]，Neufeld 等[9])。 

Wu 等[10]研究了单机成组排序问题，其中组内工件加工时间和组间安装时间都为简单线性恶化效应。

对最大完工时间问题和加权总完工时间问题，他们分别给出了多项式时间最优算法。Wu 和 Lee [11]研究

了单机成组排序问题，其中组内工件加工时间和组间调整时间都为开工时间的线性恶化函数，其中组内

工件和组间安装时间的恶化率都相同。他们证明了最大完工时间极小化问题是多项式时间可解的。他们

也证明总完工时间极小化问题在每组工件个数都相同时的情况是多项式时间可解的。Lee 和 Lu [12]研究

了单机成组排序问题，其中组内工件加工时间和组间安装时间都为简单恶化函数。对加权误工数问题，

他们提出了启发式算法和分支定界法。Wang 等[13]研究了带有准备时间的单机成组排序问题，其中组内

工件是简单线性恶化函数，组间的安装时间为独立的常数。对一种特殊情况，他们证明了最大完工时间

极小化问题是多项式时间可解的。Xu 等[14]研究了同 Wang 等[13]类似的问题，只是组内工件的加工时间

为开工时间的成比例恶化函数。对最大完工时间极小化问题的一种特殊情况，他们给出了多项式时间最

优算法，他们还对一般情况给出了启发式算法。王吉波等[15]研究了同 Wang 等[13]一样的模型，对最大

完工时间极小化问题的一般情况，他们给出了两个下界，从而提出了启发式算法和分支定界算法。 
Wei 和 Wang [16]研究了具有简单线性恶化函数的单机成组排序问题，对加权完工(等待)时间的平方

和极小化问题给出了多项式时间最优算法。本文将继续研究 Wei 和 Wang [16]的排序模型，对所有工件

的加权完工(等待)时间的 k 次幂和极小化问题进行分析，证明了这个问题是多项式时间可解的，并给出了

求解算法。 

2. 提出描述 

有 n 个工件要在一台机器上进行加工，它们分为 m 个组，组 ( )1iG i m≤ ≤ 中包含 in 个工件，即

{ }1 2 1 2, , , ,
ii i in mJ J J n n n n+ + + = 

。所有组的调整时间在 0 0t > 时刻开始，工件 ijJ 的实际加工时间为 
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ij ijp tα=                                            (1) 

其中 t 为开工时间，其中 ijα 是工件 ijJ 的恶化率。假设同组工件必须放在一起连续加工，组 iG 有一个安

装时间，即 i is tβ= ，其中 iβ 是组 iG 的恶化率。令 ijC 表示工件 ijJ 的完工时间， ijW 表示工件 ijJ 的等待时

间( ij ij ijW C p= − )， ijw 表示工件 ijJ 的权重(也就是它的重要程度)，目标是确定各组之间的排列顺序和同组 

内工件的排列顺序，使所有工件的加权完工(等待)时间的 k 次幂和最小，即
1 1

inm
k

ij ij
i j

w C
= =
∑∑  (

1 1

inm
k

ij ij
i j

w W
= =
∑∑ )，

其中 k > 0 是给定常数。利用三参数表示法，这个排序问题可表示为
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Cα β

=

= = ∑∑ 和

1
1 | , , |

inm
k

ij ij i i ij ij
i j

p t s t GT w Wα β
=

= = ∑∑ ，其中，1 表示一台机器，GT 表示成组技术，
1 1

inm
k

ij ij
i j

w C
= =
∑∑  (

1 1

inm
k

ij ij
i j

w W
= =
∑∑ )

表示目标函数。 

3. 主要结论 

引理 1 对于问题
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Cα β

=

= = ∑∑ ，则在最优排序中把同组内的工件按照

( )
( )

1 1

1

k
ij

k
ij ijw

α

α

+ −

+
非减的顺序排列，即对组 iG ，满足 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

1 2

1 1 2 2

1 11 1 1 1

1 1 1

i

i i

kk k

i ni i

k k k

i i i i i n i nw w w

αα α

α α α

+ −+ − + −
≤ ≤ ≤

+ + +
 , 1, 2, ,i m=              (2) 

证明 (反证法)假设组 iG 内存在一个最优排序 iπ ，满足相邻的两个工件 ijJ 和 ihJ ， 

( )
( )

( )
( )

1 1 1 1

11

k k
ij ih

k k
ih ihij ij ww

α α

αα

+ − + −
>

++
，其中 ijJ 排在 ihJ 的前面。设 t 为 iπ 中工件 ijJ 的开始加工时间，交换工件 ijJ 和 

ihJ 得到另一个排序 iπ ′，则 

( ) ( )1ij i ij ijC t t tπ α α= + = + , ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1ih i ij i ih ij i ij ihC C C tπ π α π α α= + = + + ,  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 , 1 1ih i ih ij i ih ijC t C tπ α π α α′ ′= + = + + . 

在两个排序下的目标函数差为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1

11

i in n
k k

ij ij i ij ij i
j j

k k kk k kk k k k
ij ij ih ij ih ih ih ij ih ij

k kk kk k
ih ih ij ij ij ih

k k
k ijk ihk

ij ih ij ih k k
ih ihij ij

w C w C

w t w t w t w t

w t w t

t w w
ww

π π

α α α α α α

α α α α

α α
α α

αα

= =

′−

= + + + + − + − + +

   = + + − − + + −    
 + − + −

= + + −
++

∑ ∑

0


 
 


>

 

这违反了 iπ 是一个最优的排序，引理得证。 
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引理 2 对于问题
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Wα β

=

= = ∑∑ ，则在最优排序中把同组内的工件按照
( )1 1

k
ij

ijw

α+ −
 

非减的顺序排列。 
证明 类似于引理 1。 

引理 3 对于问题
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Cα β

=

= = ∑∑ ，各组之间按照
( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

1 1 1

1 1

i

i

k kn
i ill

n
k kl

i il ihh
l

w

β α

β α

=

=
=

+ + −

+ +

∏

∑ ∏
非减 

顺序排列得到最优组间排序。 
证明 (反证法)假设存在一个最优组间排序 GTπ ，满足相邻的两组工件 iG 和 jG ， 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

11

1 1
1 1

1 1 11 1 1

1 1 1 1

ji

i j

k knk kn
j jli il ll

n n
k kk kl l

i il ih j jl jhh h
l l

w w

β αβ α

β α β α

==

= =
= =

+ + −+ + −
>

+ + + +

∏∏

∑ ∏ ∑ ∏
，其中 iG 排在 jG 的前面。设 t 为 GTπ 中 iG 的 

开始加工时间，交换 iG 和 jG 得到另一个排序 GTπ ′ ，则 

( ) ( ) ( )11 1i GT i illC t θ
θ π β α

=
= + +∏ , ( ) ( )( ) ( ) ( )1 11 1 1 1in

j GT i j il jll lC t θ
θ π β β α α

= =
= + + + +∏ ∏ , 

( ) ( ) ( )11 1j GT j jllC t θ
θ π β α

=
′ = + +∏ , ( ) ( )( ) ( ) ( )1 11 1 1 1jn

i GT j i jl ill lC t θ
θ π β β α α

= =
= + + + +∏ ∏ . 

在两个排序下的目标函数差为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1
1

1 1
1

 

1 1 1 1 1

  1 1 1 1 1

0

i i

j
i

i
i

n nm m
k k

ij ij GT ij ij GT
i j i j

n
k k k kl nk

j jl jh i ilh l
l

n
k k k kl nk

i il ih i ilh l
l

w C w C

t w

t w

π π

β α β α

β α β α

= = = =

= =
=

= =
=

′−

 = + + + + − 

 − + + + + − 

>

∑∑ ∑∑

∑ ∏ ∏

∑ ∏ ∏

 

这违反了 GTπ 是一个最优的组间排序，引理得证。 

引理 4 对于问题
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Wα β

=

= = ∑∑ ，各组之间按照
( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

1 1 1

1 1

i

i

k kn
i ill

n
k kl

i il ihh
l

w

β α

β α

=

=
=

+ + −

+ +

∏

∑ ∏
非减 

顺序排列得到最优组间排序。 

由引理 1 和引理 3，我们可以给出问题
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Cα β

=

= = ∑∑ 的最优算法。 

算法 1 

1) 各组内的工件顺序按照
( )

( )
1 1

1

k
ij

k
ij ijw

α

α

+ −

+
非减的顺序排列， 1, 2, , ; 1, 2, , ii m j n= =  。 

2) 各组之间按照
( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

1 1 1

1 1

i

i

k kn
i ill

n
k kl

i il ihh
l

w

β α

β α

=

=
=

+ + −

+ +

∏

∑ ∏
非减的顺序排列， 1,2, ,i m=  。 

定理 1 对于问题
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Cα β

=

= = ∑∑ ，最优解可由算法 1 得到，并且该算法的时间复 
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杂度为 ( )logO n n 。 

证明：由引理 1 和 2 可知算法 1 的正确性。步骤 1 的时间复杂度分别为 ( )
1

log log
m

i i
i

O n n O n n
=

  ≤ 
 
∑ ， 

步骤 2 的时间复杂度为 ( ) ( )log logO m m O n n≤ 。因此，算法 1 的总时间复杂度为 ( )logO n n 。 

由引理 2 和引理 4，我们可以给出问题
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Wα β

=

= = ∑∑ 的最优算法。 

算法 2 

1) 各组内的工件顺序按照
( )1 1

k
ij

ijw

α+ −
非减的顺序排列， 1,2, , ; 1, 2, , ii m j n= =  。 

2) 各组之间按照
( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

1 1 1

1 1

i

i

k kn
i ill

n
k kl

i il ihh
l

w

β α

β α

=

=
=

+ + −

+ +

∏

∑ ∏
非减的顺序排列， 1,2, ,i m=  。 

定理 2 对于问题
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Wα β

=

= = ∑∑ ，最优解可由算法 2 得到，并且该算法的时间复 

杂度为 ( )logO n n 。 
证明：类似于定理 1。 

下面我们举个例子来说明算法 1 是如何实现的(我们只给出问题
1

1 | , , |
inm

k
ij ij i i ij ij

i j
p t s t GT w Cα β

=

= = ∑∑ 的 

求解算法)。 
例 1：已知 8n = ， 3m = ， 1.k = ， 0 1t = ， [ ]1 11 12: ,G J J ， 1 1β = ， 11 0.1α = ， 12 0.2α = ， 11 3w = ，

12 2w = ； [ ]2 21 22 23: , ,G J J J ， 2 2β = ， 21 0.2α = ， 22 0.3α = ， 23 0.5α = ， 21 2w = ， 22 4w = ， 23 3w = ；

[ ]3 31 32 33: , ,G J J J ， 3 3β = ， 31 0.3α = ， 32 0.4α = ， 33 0.6α = ， 31 3w = ， 32 6w = ， 33 4w = 。 
解：由算法 1 得： 

1) 组内工件排序按照
( )

( )
1 1

1

k
ij

k
ij ijw

α

α

+ −

+
非减的顺序排列得 

[ ] [ ] [ ]1 11 12 2 22 21 23 3 32 31 33: , : , :G J J G J J J G J J J→ → → → →  

2) 对 1G 组，
( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

1 1 1
0.2531

1 1

i

i

k kn
i ill

n
k l

i il ihh
l

w

β α

β α

=

=
=

+ + −
=

+ +

∏

∑ ∏
，对 2G 组，

( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

1 1 1
0.2331

1 1

i

i

k kn
i ill

n
k l

i il ihh
l

w

β α

β α

=

=
=

+ + −
=

+ +

∏

∑ ∏
，

对 3G 组，
( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

1 1 1
0.1851

1 1

i

i

k kn
i ill

n
k l

i il ihh
l

w

β α

β α

=

=
=

+ + −
=

+ +

∏

∑ ∏
，即最优组间排序为 3 2 1G G G→ → ，最优目标函数值为

1 1
24208.58

inm
k

ij ij
i j

w C
= =

=∑∑ 。 

4. 结论 

本文研究了工件具有恶化效应和成组技术的单机排序问题，其中组内工件和组间的调整时间都为简 

单线性恶化函数。目的是求组内工件和组间工件的加工顺序使加权完工时间的 k 次幂和(即
1 1

inm
k

ij ij
i j

w C
= =
∑∑ ) 
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最小，本文证明了此问题多项式时间可解。本文只是研究简单线性恶化函数，将来可以研究更一般的恶

化函数情况，或者将其延伸到平行机或流水作业等问题。 
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