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Abstract 
With respect to hybrid multiple attribute group decision making problems with unknown attribute 
weights, based on normalizing the different types of evaluation values, this paper firstly develops 
a method for transforming crisp number, interval number and linguistic term into probabilistic lin-
guistic term set. Then, by aggregating the individual decision matrices, the deviation maximization 
method is used to determine the weights of attributes, and the traditional TODIM method is ex-
tended to probabilistic linguistic environment. By constructing relative dominance matrix, the 
ranking of all feasible alternatives is determined according to the overall dominance degrees. Finally, 
a numerical example is provided to illustrate the applicability of the proposed method. 
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摘  要 

针对属性权重未知的混合多属性群决策问题，本文首先在对不同数据类型的评价值进行规范化处理的基
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础上，提出了将精确数、区间数、语言术语转化为概率语言术语集的转化方法；然后通过对个体决策矩

阵进行集结，利用离差最大化思想确定属性的权重，并将传统TODIM方法拓展到概率语言环境下，构建

相对优势度矩阵，根据总体优势度对备选方案进行排序选择；最后通过算例验证了该方法的可行性。 
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1. 引言 

在多属性群决策中，研究问题通常具有定性和定量双重属性，例如：评估一项金融理财产品，评

价属性包括市场占有率、预期收益率、风险控制水平、历史收益率、市场环境等。其中，市场占有率、

预期收益率、历史收益率属于定量属性，而风险控制水平、市场环境属于定性属性。在经典多属性群

决策过程中，决策者通常使用精确数来表达他们对备选方案在每个属性下的评价值。然而，随着决策

问题日益复杂化和人们思维的不确定性和模糊性，决策者很难给出精确的评价值，尤其对于定性属性

来说。为解决此问题，Zadeh [1]于 1965 年提出了模糊集理论，为描述这种模糊信息提供了一个很好的

工具，得到了很多学者的研究和拓展，如语言术语[2]、直觉模糊集[3]、犹豫模糊集[4]等。考虑到人们

的知识背景、社会经验和信息对称等差异以及决策问题本身的复杂性和不确定性，不同决策者可能倾

向于利用自己熟悉或偏好的数据类型给出备选方案在某一属性上的评价值，如实数、区间数、模糊数、

语言术语等；甚至对于同一决策者，其也可能利用不同类型的数据给出备选方案在不同属性上的评价

值。这类决策问题称为混合多属性群决策问题。例如：对于金融理财产品评估问题，决策者通常用精

确数表示市场占有率和预期收益率、用区间数表示历史收益率、用语言术语表示风险控制水平和市场

环境。 
针对混合多属性群决策，如何对不同数据类型的评价信息进行集结是该研究的一个重点问题。围绕

该问题，现有研究方法主要分为两大类：(1) 直接对不同数据类型的评价信息进行集结。Lourenzutti 等[5]
对 TOPSIS 方法进行拓展以处理动态环境下的混合多属性群决策问题，该方法对不同的属性模块进行分

组，每一组采取相同的数据类型，不进行数据转化，直接对分组数据应用不同的得分函数，并根据属性

之和的总得分对备选方案进行排序。赵萌[6]在构造不同数据类型的愿景满意度函数的基础上，通过集成

各方案满足愿景的程度对备选方案进行排序。龚承柱等[7]根据决策者对不同属性的期望值，将具有精确

数、区间数和语言术语的决策矩阵转化成为前景决策矩阵，并通过计算各方案的综合前景值对备选方案

进行排序。此类方法一般要求不同决策者在同一属性下必须采取相同的数据类型并给出其评价值，如果

考虑到决策者的知识背景、社会经验和信息对称等方面的不同，不同决策者对于同一属性可能倾向于采

用不同类型的数据，这时此类方法就不再适用。(2) 将不同数据类型的评价信息转化为统一形式后，再对

其进行集结。张发明等[8]利用全序列法、二元语义和相对优势度模型对多种数据类型进行处理后，将其

转化为实数与区间数，并通过对信息进行静态集结，求得每个方案的综合排序值。马金山[9]利用二元联

系数向量分别对不同数据类型的指标值和权重进行处理，得到归一化各方案的各单指标向量与靶心指标

向量的接近度和确定性权重，进而求得每个方案的综合接近度。Peng 等[10]通过将不同数据类型映射到
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统一语言域，提出了基于精确数、区间数和语言术语的 TOPSIS 方法。此类方法主要聚焦于如何最小化

数据类型转化过程中的信息丢失，以期最大程度上保留决策者的初始评价信息。 
现有多属性群决策方法通常假设决策者是绝对理性的，而现实生活中由于决策者受各种条件的限制

以及随机因素的影响，所获取的信息有一定的局限性，因而通常呈现出相对理性的特征，即做出的决策

与理性预期之间存在偏差。为解决此问题，Gomes 等[11]在前景理论的基础上，提出了交互式多准则决

策(TODIM)方法，该方法在决策过程中考虑到决策者的心理因素和理性预期，能够有效地刻画决策者有

关风险的心理行为。目前，TODIM 方法已被广泛地应用于经济管理等多个领域，并考虑到传统 TODIM
方法只能用于处理精确数，许多学者对 TODIM 方法进行了不同角度的拓展。Ren 等[12]将 TODIM 方法

拓展到属性值为对偶犹豫模糊数的环境中，来解决相应的多属性群决策问题。Sang等[13]基于传统TODIM
方法，提出了属性值为区间二型犹豫模糊数的多属性群决策方法。Lourenzutti 等[14]考虑属性之间的关联

性，将 Choquet 积分引入 TODIM 和 TOPSIS 方法中，提出了基于动态异质信息的多属性群决策方法。Fan
等[15]在利用累积分布函数表示精确数、区间数和模糊数的基础上，通过计算每个属性下各方案相对于其

他方案的损益值，构造损益矩阵，进而求得各备选方案的综合优势度以确定方案的最终排序。 
为了最大程度地减少不同类型数据转化过程中的信息丢失，本文基于概率语言术语集的隶属度函数，

将不同数据类型的评价信息统一转化为概率语言术语集，并在利用离差最大化思想确定属性权重的基础

上，考虑决策者的心理行为和理性预期，将传统 TODIM 方法拓展到概率语言环境下，提出一种基于

TODIM 的属性权重未知的混合多属性群决策方法。 

2. 基础理论 

定义 1 [16]：在实数域 R 上定义区间数 ,L Ua a a =  ，其中： L Ua a≤ ，且满足 ,L Ua a R∈ ， Ua 和 La 分

别代表区间数 a 的上限和下限。区间数 a 的中心用 ( ) ( ) 2L Uc a a a= + 表示，宽度用 ( ) U Lw a a a= − 表示。

当 L Ua a= 时，区间数 a 是一个实数。 
定义 2 [17]：定义一个模糊集 a，当满足 ( )1 2 3, ,a a a a= 的形式时，称 a为三角模糊数， 1 2 3a a a≤ ≤ 且

1 2 3, ,a a a R∈ 。该三角模糊数的隶属度函数表示为： 

( )

1
1 2

2 1

3
2 3

3 2

,

,

0,

a

x a a x a
a a

x a x
a x a

a a
µ

− < ≤ −= − < ≤ −





其它

                             (1) 

定义 3 [18]：定义一个语言术语集 { }| 0,1, 2, ,iS s i τ= =  ，其中： is 为语言术语集 S 中的第 i + 1 个

语言术语； 1τ + (τ 取偶数)表示语言术语集 S 中元素的个数，称为基数； sτ 和 0s 分别表示语言术语集 S
的最大和最小语言术语，且满足以下性质： 

(1) 当 i j≤ 时， i js s≤ 。例如，基数为 5 的语言术语集 S 可以表示为：S = {s0 = 很差, s1 = 差, s2 = 一
般, s3 = 好, s4 = 很好}； 

(2) 存在逆算子： ( )i jneg s s= ，且满足 i j τ+ = 。 
为了防止在语言信息集结过程中出现信息缺失，Xu [19]将离散的语言术语集扩展到连续情形，提出

了虚拟语言术语集 [ ]{ }| 0,iS s i τ= ∈ 。通常来说，决策者使用离散语言术语集给出其初始决策偏好，而虚

拟语言术语集只出现在运算过程中。 
定义 4 [20]：假设 { }| 0,1, 2, ,iS s i τ= =  为一个语言术语集，则概率语言术语集可以被定义为： 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )#

1
| , 0, 1, 2,3, , # , 1 ,

L p
x x x x x

x
L p L p L S p x L p p

=

  = ∈ ≥ = ≤ 
  

∑
              (2) 

其中， ( ) ( )( )x xL p 表示语言术语 ( )xL 的概率为 ( )xp ， ( )# L p 表示概率语言术语集 ( )L p 中元素的个数， ( )xr
是语言术语 ( )xL 的下标， ( )L p 中的元素通常是按照 ( ) ( )x xr p 值的升序进行排列。对于任意两个概率语言术

语集 ( )1L p 和 ( )2L p ，若 ( ) ( )1 2# #L p L p≠ ，则需要对元素个数相对较少的集合增加 ( ) ( )1 2# #L p L p− 个

语言术语，使两个集合的元素个数一致，且增加的语言术语的概率为 0。 

定义 5 [20]：当 ( )
( )#

1
1

L p
x

x
P

=

<∑ 时，说明概率语言术语集 ( )L p 中的概率语言信息不完全。对于概率语言 

信息不完全的概率语言术语集 ( )L p ，需要对其进行标准化处理： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )#

1
| , 0, 1, 2, , # , .

L p
x x x x x

x
L p L p L S p x L p p p x p x

=

  = ∈ ≥ = = 
  

∑

  


       (3) 

为了便于计算，下文中任意给定的两个及以上概率语言术语集，其中的元素都是经过标准化且有序

处理的，并通过增加元素使得概率语言术语集的元素个数相等。 
定义 6 [21]：设 ( )L p 、 ( )1L p 和 ( )2L p 为任意三个概率语言术语集，其运算规则如下所示： 

(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )1 21 2

1 2 1 1 2 2
,

,
x x

x x x x
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∈ ∈
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                                      (4) 
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∈ ∈
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(3) ( ) ( ) ( ){ }
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x x

L L p

L p p rλ λ
∈

=
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                                                          (6) 

(4) ( )( ) ( )( )
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( ) ( )
,

x

x

px

L L p

L p r
λλ

∈

 
=  

 
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其中， ( )xr 、 ( )
1

xr 和 ( )
2

xr 分别表示语言术语 ( )xL 、 ( )
1
xL 和 ( )

2
xL 的下标。 

定义 7 [21]：设 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )#

1
| , 0, 1, 2,3, , # , 1

L p
x x x x x

x
L p L p L S p x L p p

=

  = ∈ ≥ = = 
  

∑
为语言术语集 S

上的一个概率语言术语集，则 ( )L p 的期望函数 ( )( )e L p 和方差函数 ( )( )L pδ 分别为： 

( )( ) ( ) ( )
( )#

1
,

L p
x x

x
e L p r p

=

= ∑                                 (8) 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( )# 2

1
,

L p
x x

x
L p r e L p pδ

=

= −∑                           (9) 

其中， ( )xr 表示语言术语 ( )xL 的下标。 
由此可得， ( )L p 的得分函数为： ( )( ) ( )( ) ( )( )G L p e L p L pδ= − 。根据得分函数 ( )( )G L p ，对于任

意两个概率语言术语集 ( )1L p 和 ( )2L p ，得分函数数值越低，说明概率语言术语集越小，反之越高，即： 

(1) 若 ( )( ) ( )( )1 2G L p G L p> ，则 ( ) ( )1 2L p L p> ； 

(2) 若 ( )( ) ( )( )1 2G L p G L p= ，则 ( ) ( )1 2L p L p= 。 

https://doi.org/10.12677/orf.2020.103026


刘小月，张新蕾 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2020.103026 253 运筹与模糊学 
 

定义 8 [21]：对于任意两个概率语言术语集 ( )1L p 和 ( )2L p ，其中 ( )
1

xr 表示 ( )1L p 中语言术语 ( )
1
xL 的下

标， ( )
2

xr 表示 ( )2L p 中语言术语 ( )
2
xL 的下标，则二者之间的标准化汉明距离为： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

#

1 1 2 2
1

1 2, .
#

L p
x x x x

x
p r p r

d L p L p
L p

=

× − ×
=
∑

                   (10) 

其中， ( )#L p 表示概率语言术语集 ( )1L p 和 ( )2L p 中的元素个数。 

定义 9 [22]：设 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
#

1
1| , 0, 1, 2,3, , , 2,, 1 ,#

iL p
x x x x x

i i i i i i i
x

L p L p L S p i nx L p p
=

  = ∈ ≥ = = 
 

=


∑ 
为

n 个概率语言术语集，其对应的权重向量为 ( )T
1 2, , , nω ω ω ω=  ，满足 [ ]0,1iω ∈ ， 1,2, ,i n=  且

1
1

n

i
i
ω

=

=∑ ，

则概率语言加权平均(PLWA)算子定义为： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ){ }
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ω ω ω
=

∈∈ ∈

= = ⊕ ⊕ ⊕

= ⊕ ⊕ ⊕

⊕







  

        (11) 

其中， ( )x
ir 表示语言术语 ( )x

iL 的下标。 

3. 基于 TODIM 的属性权重未知的混合多属性群决策方法 

TODIM 方法的主要思想是基于前景理论给出的价值函数，构造某一方案相对于其他方案的优势度函

数，并根据总体优势度对所有备选方案进行排序。由于决策环境的不确定性与评价属性的多样性，为了

准确地表达决策者的偏好信息，允许决策者利用不同类型的数据表示其对备选方案的评价信息。同时，

考虑到决策者的心理行为和理性预期，提出了基于 TODIM 的属性权重未知的混合多属性群决策方法。

首先，对不同数据类型的评价值进行规范化处理，将其转化到[0, 1]。然后，为了避免不同类型数据转化

过程中的信息丢失，提出了将规范化评价值包括精确数、区间数、语言术语转化为概率语言术语集的方

法。最后，在利用离差最大化思想确定属性权重的基础上，将传统 TODIM 方法拓展至概率语言环境下，

通过计算各方案的总体优势度，确定方案的最终排序。 
针对属性权重未知的混合多属性群决策问题，设有 s 个决策者 { }1 2, , , sD D D D=  ，m 个方案

{ }1 2, , , mA A A A=  ，n 个评价属性 { }1 2, , , nC C C C=  ，对应的权重向量为 ( )T
1 2, , , nω ω ω ω=  ，满足

[ ]0,1iω ∈ ， 1,2, ,i n=  且
1

1
n

i
i
ω

=

=∑ 。决策者 ( )1, 2, ,tD t s=  给出的 方案 ( )1,2, ,iA i m=  在属性

( )1,2, ,jC j n=  下的评价值为 t
ijz ，构成的个体决策矩阵记为 ( ) ( )1, 2, ,t t

ij m n
t sZ z

×
==  。n1、n2 和 n3分别

表示评价值为精确数、区间数和语言术语的属性下标集合，且 1 2 3n n n n∪ ∪ = 。如果 1j n∈ ，则评价值 t
ijz

为精确数；如果 2j n∈ ，则评价值 t
ijz 为区间数；如果 3j n∈ ，则评价值 t

ijz 为语言术语。 

3.1. 不同数据类型的规范化方法 

获取个体决策矩阵 ( )t t
ij m n

Z z
×

= 后，为了消除量纲的影响和便于将不同数据类型进行一致化处理，需

要对数据进行规范化处理，求得规范化个体决策矩阵 ( ) ( )1, 2, ,t t
ij m n

t sE e
×

==  。具体处理方式如下所示： 

(1) 当属性 jC C∈  ( 1j n∈ )时，精确数 t
ijz 的规范化处理方法为： 
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{ }
{ } { }

{ }
{ } { }

1

11
1

1

11

min
,

max min
, 1,2, , ; 1, 2, , ;

max
,

max min

t t
ij iji m

Bt t
ij iji mi mt

ij t t
ij iji m

Ct t
ij iji mi m

z z
j C

z z
e t s i m j n

z z
j C

z z

≤ ≤

≤ ≤≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤≤ ≤

 −
 ∈
 −= = = ∈

−
∈

−

                (12) 

(2) 当属性 jC C∈  ( 2j n∈ )时，区间数 1 2,t t t
ij ij ijz z z =  的规范化处理方法为： 

{ }
{ } { }

{ }
{ } { }

{ }
{ } { }

{ }

1 1 2 11 1

2 1 2 11 11 1

2 2 2 11 1

2 111 1

min min
, ,

max min max min
,

max max
,

max min max

t t t t
ij ij ij iji m i m

Bt t t t
ij ij ij iji m i mi m i mt t t

ij ij ij t t t t
ij ij ij iji m i m

t t
ij iji mi m i m

z z z z
j C

z z z z
e a b

z z z z

z z z

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤≤ ≤ ≤ ≤

 − −
  ∈
 − −
  = = 

− −

− { } { }

2

2 11

, 1, 2, , ; 1, 2, , ;

,
min Ct t

ij iji m

t s i m j n

j C
z

≤ ≤




 = = ∈
 
  ∈
 − 

   (13) 

(3) 当属性 jC C∈  ( 3j n∈ )时，每个语言术语 t
ijz 的隶属函数均与一个三角模糊数 ( )1 2 3, ,t t t

ij ij ijz z z 相对应。

如果三角模糊数不位于[0, 1]，则需要对其进行规范化处理： 

( )
{ } { } { }
{ } { } { }

1 2 3

3 2 11 1 1
3

1 2 31 1 1

3 2 1

, , 1 ,
max max max

, , , 1, 2, , ; 1, 2, , ,
min min min

, , 1 ,

t t t
ij ij ij

Bt t t
ij ij iji m i m i mt t t t

ij ij ij ij t t t
ij ij iji m i m i m

Ct t t
ij ij ij

z z z
j C

z z z
e a b c t s i m j n

z z z
j C

z z z

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 
 Λ ∈
 
 = = = = ∈
 
  Λ ∈
  

    (14) 

其中，CB 和 CC 分别表示效益型属性集和成本型属性集。 

3.2. 不同数据类型转化为概率语言术语集 

为了解决混合数据环境下的评价信息集结问题，本文提出了将规范化评价值包括精确数、区间数、

语言术语转化为概率语言术语集的方法。假设概率语言术语集对应的语言术语集为：S = {s0 = 非常差, s1 
= 很差, s2 = 较差, s3 = 一般, s4 = 较好, s5 = 很好, s6 = 非常好}，其隶属函数如表 1 和图 1 所示。 
 

Table 1. Membership functions of linguistic terms 
表 1. 语言术语的隶属函数 

语言术语 隶属函数 

非常差 (0, 0, 0.167) 

很差 (0, 0.167, 0.333) 

较差 (0.167, 0.333, 0.5) 

一般 (0.333, 0.5, 0.667) 

较好 (0.5, 0.667, 0.833) 

很好 (0.667, 0.833, 1) 

非常好 (0.833, 1, 1) 
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Figure 1. Membership functions of linguistic terms 
图 1. 语言术语的隶属函数 
 

(1) 精确数转化概率语言术语集 
假设决策者 ( )1,2, ,tD t s=  给出的方案 ( )1,2, ,iA i m=  在属性 ( )1jC j n∈ 的规范化评价值为精确数

( )1,2, ,t
ije t s=  且同时与两个相邻的语言术语 ks 与 1ks + 相交( 1,k ks s S+ ∈ )，其隶属度分别为

ksu 和
1ksu
+
，如

图 2 所示。 
 

 
Figure 2. Intersection of crisp numbers with linguistic terms sk and sk+1 
图 2. 精确数与语言术语 sk与 sk+1 相交 

 

为了将精确数 ( )11, 2, , , 1, 2, , ,t
ije t s i m j n= = ∈  转化为概率语言术语集，首先利用公式(15)分别计算

精确数 t
ije 在语言术语 ks 与 1ks + 上的隶属度： 

1

1

1 1

, .
k k

t t
k ij ij k

s s
k k k k

l e e l
u u

l l l l+

+

+ +

− −
= =

− −
                           (15) 

然后，对隶属度进行规范化处理，求得精确数 t
ije 属于语言术语 ks 与 1ks + 的概率： 

1

1
1 1

, .k k
k k

k k k k

s s
s s

s s s s

u u
p p

u u u u
+

+

+ +

= =
+ +

                         (16) 

最后，求得精确数 t
ije 对应的概率语言术语集为： ( ) ( ){ }11, , ,

k k

t
ij k s k se s p s p

++= 。特殊地，当精确数 t
ije 仅

与一个语言术语 ks 相交，即与语言术语 ks 的峰值重合时， t
ije 属于 ks 的概率为 1，其对应的概率语言术语

集为： ( ){ },1t
ij ke s= 。 

(2) 区间数转化概率语言术语集 
假设决策者 ( )1,2, ,tD t s=  给出的方案 ( )1,2, ,iA i m=  在属性 ( )2jC j n∈ 的规范化评价值为区间数

( ), 1, 2, ,t t t
ij ij ij te a b s =  =  且与两个相邻的语言术语 ks 与 1ks + 相交( 1,k ks s S+ ∈ )，如图 3 所示。 
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Figure 3. Intersection of interval numbers with linguistic terms sk and sk+1 
图 3. 区间数与语言术语 sk和 sk+1 相交 
 

为了将区间数 ( )2, 1, 2, , , 1, 2, , ,t t t
ij ij ije a b t s i m j n = = = ∈    转化为概率语言术语集，首先利用公式(17)

和(18)分别计算区间数 t
ije 在语言术语 ks 与 1ks + 交叉面积 , 1k kM + 的分配因子： 

( ), 1
1 1

1 1 ,
2

k k
k k k

k k k k

d M
AF M

d d M M+
+ +

  
= − +  + +   

                  (17) 

( ) 1 1
1 , 1

1 1

1 1 ,
2

k k
k k k

k k k k

d M
AF M

d d M M
+ +

+ +
+ +

  
= − +  + +   

                 (18) 

其中， t
ije 与 ks 的单独相交面积为 kM ， t

ije 与 1ks + 的单独相交面积为 1kM + ， kd 表示 ks 峰值与区间数 t
ije 的

中点值 t
ijz 之间的距离， 1kd + 表示区间数 t

ije 的中点值 t
ijz 与 1ks + 峰值之间的距离。 

然后，利用公式(19)分别求得区间数 t
ije 属于语言术语 ks 与 1ks + 的概率： 

( ) ( )
1

, 1 1 1 , 1

1 , 1 1 , 1

, .
k k

k k k k k k k k
s s

k k k k k k k k

M AF M M AF M
P P

M M M M M M+

+ + + +

+ + + +

+ +
= =

+ + + +
              (19) 

最后，求得区间数 t
ije 对应的概率语言术语集为： ( ) ( ){ }11, , , ,

k k

t t t
ij ij ij k s k se a b s p s p

++ = =  。 

(3) 语言术语转化概率语言术语集 
假设决策者 ( )1,2, ,tD t s=  给出的方案 ( )1,2, ,iA i m=  在属性 ( )3jC j n∈ 的规范化评价值为语言术

语 ( )1,2, ,t
ije t s=  ，且每个语言术语的隶属函数为三角模糊数 ( ), ,t t t t

ij ij ij ije a b c= 并与两个相邻的语言术语 ks
与 1ks + 相交( 1,k ks s S+ ∈ )，如图 4 所示。 
 

 
Figure 4. Intersection of linguistic term with linguistic terms sk and sk+1 
图 4. 语言术语与语言术语 sk和 sk+1相交 
 

类似于区间数，为了将语言术语 ( ) ( )3, , 1, 2, , , 1, 2, , ,t t t t
ij ij ij ije a b c t s i m j n= = = ∈  转化为概率语言术语

集，首先利用公式(20)和(21)分别计算 t
ije 在语言术语 ks 与 1ks + 交叉面积 , 1k kM + 的分配因子： 
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( ), 1
1 1

1 1 ,
2

k k
k k k

k k k k

d M
AF M

d d M M+
+ +

  
= − +  + +   

                    (20) 

( ) 1 1
1 , 1

1 1

1 1 ,
2

k k
k k k

k k k k

d M
AF M

d d M M
+ +

+ +
+ +

  
= − +  + +   

                   (21) 

其中， t
ije 与 ks 的单独相交面积为 kM ， t

ije 与 1ks + 的单独相交面积为 1kM + ， kd 表示 ks 峰值与 t
ije 峰值 t

ijb 之

间的距离， 1kd + 表示 t
ije 峰值 t

ijb 与 1ks + 峰值之间的距离。 
然后，利用公式(22)分别求得语言术语 t

ije 属于语言术语 ks 与 1ks + 的概率： 

( ) ( )
1

, 1 1 1 , 1

1 , 1 1 , 1

, .
k k

k k k k k k k k
s s

k k k k k k k k

M AF M M AF M
P P

M M M M M M+

+ + + +

+ + + +

+ +
= =

+ + + +
                (22) 

最后，求得语言术语 t
ije 对应的概率语言术语集为： ( ) ( ) ( ){ }11, , , , ,

k k

t t t t
ij ij ij ij k s k se a b c s p s p

++= = 。除此之外，

还需要注意以下三种特殊情形下的转化方法： 
a) 当语言术语 t

ije 完全位于语言术语 ks 的隶属函数内时， t
ije 属于 ks 的概率为 1，对应的概率语言术语

集为： ( ) ( ){ }, , ,1t t t t
ij ij ij ij ke a b c s= = 。 

b) 当语言术语 t
ije 仅与语言术语 ks 相交，且不与其他语言术语相交时，无论其是否完全位于语言术语

ks 的隶属函数内， t
ije 属于 ks 的概率为 1，对应的概率语言术语集为： ( ) ( ){ }, , ,1t t t t

ij ij ij ij ke a b c s= = 。 
c) 当语言术语 t

ije 同时与两个以上语言术语相交时，可以参照公式(20)和(21)分别计算 t
ije 在各语言术

语交叉面积的分配因子，以求得 t
ije 属于每个语言术语的概率。 

3.3. 确定属性的权重 

利用上述不同数据类型转化为概率语言术语集的方法，规范化个体决策矩阵 ( )t t
ij m n

E e
×

= 转化为概率

语言个体决策矩阵 ( ) ( )( ) ( )1,2, ,t t
ij m n

L p L p t s
×

= =  。在此基础上，为了对概率语言个体决策矩阵进行集

结，利用离差最大化思想确定属性的权重，具体步骤如下： 
Step 1：利用定义 9 中的 PLWA 算子对概率语言个体决策矩阵 ( ) ( )( ) ( )1,2, ,t t

ij m n
L p L p t s

×
= =  进行

集结，求得概率语言群体决策矩阵 ( ) ( )( )ij m n
L p L p

×
= 。 

Step 2：计算属性 ( )1,2, ,jC j n=  下，方案 Ai与其他方案 ( ), 1, 2, , ;kA k i im k= ≠ 的评价值之间的偏差： 

( ) ( )( )
1

, , 1, 2, , ; 1, 2, , .
m

ij ij kj
k

d L p L p i m j nη
=

= = =∑                    (23) 

Step 3：计算属性 ( )1,2, ,jC j n=  下，所有方案的偏差和： 

1
, 1, 2, , .

m

j ij
i

j nη η
=

= =∑                             (24) 

Step 4：利用离差最大化思想，确定属性 ( )1,2, ,jC j n=  的权重向量 ( )T
1 2, , , nω ω ω ω=  。根据离差

最大化的思想，当某一属性下所有方案的评价值存在较大差异时，说明该属性包含的评价信息量较大，

该属性应被赋予较大的权重，反之赋予较小的权重。当不存在差异，即所有方案的评价值相等时，该属

性在决策过程中不起任何作用，因而权重为零。 

1

, 1, 2, , .j
j n

j
j

j n
η

ω
η

=

= =

∑


                              (25) 
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其中， [ ]0,1 , 1,2, ,j j nω ∈ =  且
1

1
n

j
j
ω

=

=∑ 。 

3.4. 基于概率语言术语集的 TODIM 方法 

基于概率语言群体决策矩阵 ( ) ( )( )ij m n
L p L p

×
= ，本文将传统 TODIM 方法拓展至概率语言环境下，

通过计算各方案的总体优势度，确定方案的最终排序，具体步骤如下： 
Step 1：选取权重最大的属性作为参照权重，记作 { }*

1
max jj n

ω ω
≤ ≤

= ，并计算属性 ( )1,2, ,jC j n=  的相

对权重 *
*j jω ω ω= 。 

Step 2：计算属性 ( )1,2, ,jC j n=  下，方案 Ai 相对于其他方案 ( ), 1, 2, , ;kA k i im k= ≠ 的优势度： 

( )

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )

*

*
1

*
1

*

,

, 0, ,

1 ,

, 1, 2, , ; ; 1, 2, , ,

j ij kj
ij kjn

j
j

j i k ij kj

n

j kj ij
j

ij kj
j

G L p G L p
G L p G L p

A A G L p G L p

G L p G L p
G L p G L p

k i m k i j n

ω

ω

ϕ

ω

θ ω

=

=

 − >


= =

  

− 
 − <


= ≠ =

∑

∑

 

      (26) 

其中，θ 代表损失衰减系数，该系数受决策者个人偏好的影响，该系数取值越小，表明决策者的损失规

避程度越高，根据前景理论，通常取 *
1*

1
2

n

j
jj

θ ω
ω =

= ∑ ； ( )( )ijG L p 表示 ( )ijL p 的得分值。 

Step 3：计算方案 Ai 相对于其他方案 ( ), 1, 2, , ;kA k i im k= ≠ 的综合优势度： 

( ) ( )
1

, , , , 1, 2, , ; .
n

i k j i k
j

A A A A k i m k iδ ϕ
=

= = ≠∑                     (27) 

Step 4：计算方案 ( )1,2, ,kA k m=  的总体优势度： 

( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1

, min ,
, 1, 2, , .

max , min ,

m m

i k i k
k k

i m m

i k i k
k k

A A A A
i m

A A A A

δ δ
ξ

δ δ

= =

= =

 −  
 = =

   −   
   

∑ ∑

∑ ∑
              (28) 

Step 5：按照方案总体优势度 ( )1,2, ,i i mξ =  由大到小的顺序，对备选方案进行排序。 iξ 越小，代表

该方案越差； iξ 越大，代表该方案越好。 

4. 算例分析 

某理财公司准备将资金投给某一项金融理财产品，经过一段时期的市场分析，大致确定了四项理财

产品作为备选方案，对应的备选方案集为 { }1 2 3 4, , ,A A A A A= 。该公司邀请了 3 名投资顾问组成专家团队

{ }1 2 3, ,D D D D= 在市场占有率(C1)、历史收益率(C2)、预期收益率(C3)、风险控制水平(C4)四个属性下对理

财产品进行评估，所有属性均为效益型属性，其中市场占有率(C1)和预期收益率(C3)用精确数表示、历史

收益率(C2)用区间数表示，风险控制水平(C4)用语言术语(语言术语的隶属函数如表 2 所示)表示。3 名专

家给出的决策矩阵如表 3 所示。 
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Table 2. Membership functions of linguistic terms corresponding risk control level 
表 2. 风险控制水平对应的语言术语的隶属函数 

语言术语 低 中低 中 中高 高 

隶属度 (0, 0, 0.25) (0, 0.25, 0.5) (0.25, 0.5, 0.75) (0.5, 0.75, 1) (0.75, 1, 1) 

 
Table 3. Individual decision matrices 
表 3. 个体决策矩阵 

  C1 C2 C3 C4 

D1 

A1 5 [3, 6] 4 中 

A2 3 [3, 5] 3 高 

A3 7 [6, 10] 3.5 低 

A4 8 [7, 9] 1.5 低 

D2 

A1 5 [4, 7] 3 高 

A2 5 [5, 7] 4 中低 

A3 7 [5, 8] 3.5 中 

A4 7 [5, 7] 2.5 中低 

D3 

A1 3 [1, 3] 1.5 高 

A2 7 [4, 7] 3 中高 

A3 8 [6, 10] 2.5 中低 

A4 9 [6, 10] 2 低 

 
Step 1：利用公式(12)~(14)对个体决策矩阵 ( )

4 4

t t
ijZ z

×
= 进行规范化处理，求得规范化个体决策矩阵

( ) ( )
4 4

1, 2,3t t
ijE e t

×
= = ，如表 4 所示。 

 
Table 4. Normalized individual decision matrices 
表 4. 规范化个体决策矩阵 

  C1 C2 C3 C4 

D1 

A1 0.4 [0, 0.429] 1 (0.25, 0.5, 0.75) 

A2 0 [0.0.286] 0.6 (0.75, 1, 1) 

A3 0.8 [0.429, 1] 0.8 (0, 0, 0.25) 

A4 1 [0.571, 0.857] 0 (0, 0, 0.25) 

D2 

A1 0 [0, 0.75] 0.33 (0.75, 1, 1) 

A2 0 [0.25, 0.75] 1 (0, 0.25, 0.5) 

A3 1 [0.25, 1] 0.67 (0.25, 0.5, 0.75) 

A4 1 [0.25, 0.75] 0 (0, 0.25, 0.5) 

D3 

A1 0 [0, 0.22] 0 (0.75, 1, 1) 

A2 0.67 [0.333, 0.667] 1 (0.5, 0.75, 1) 

A3 0.83 [0.556, 1] 0.67 (0, 0.25, 0.5) 

A4 1 [0.556, 1] 0.33 (0, 0, 0.25) 

 
Step 2：基于表 1 所示的概率语言术语集对应的语言术语的隶属函数，利用 3.2 节的不同数据类型转

化为概率语言术语集的方法，将规范化个体决策矩阵 ( )
4 4

t t
ijE e

×
= 转化为概率语言个体决策矩阵

( ) ( )( ) ( )
4 4

1, 2,3t t
ijL p L p t

×
= = ，如表 5 所示。 
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Table 5. Probabilistic linguistic individual decision matrices 
表 5. 概率语言个体决策矩阵 

  C1 C2 C3 C4 

D1 

A1 {(s2, 0.599), (s3, 0.401)} {(s0, 0.205), (s1, 0.41),  
(s2, 0.375), (s3, 0.01)} {(s6, 1)} 

{(s1, 0.006), (s2, 0.155),  
(s3, 0.678), (s4, 0.155),  

(s5, 0.006)} 

A2 {(s0, 1)} {(s0, 0.20), (s1, 0.69),  
(s2, 0.11)} {(s3, 0.401), (s4, 0.599)} {(s4, 0.011), (s5, 0.35),  

(s6, 0.639)} 

A3 {(s4, 0.199), (s5, 0.801)} {(s3, 0.213), (s4, 0.373),  
(s5, 0.28), (s6, 0.134)} {(s4, 0.199), (s5, 0.801)} {(s0, 0.639), (s1, 0.35),  

(s2, 0.011)} 

A4 {(s6, 1)} {(s4, 0.6), (s5, 0.4)} {(s0, 1)} {(s0, 0.639), (s1, 0.35),  
(s2, 0.011)} 

D2 

A1 {(s0, 1)} 
{(s0, 0.098), (s1, 0.255),  
(s2, 0.236), (s3, 0.236),  

(s4, 0.175)} 
{(s2, 1)} {(s4, 0.011), (s5, 0.35),  

(s6, 0.639)} 

A2 {(s0, 1)} {(s2, 0.33), (s3, 0.33),  
(s4, 0.33)} {(s6, 1)} {(s0, 0.018), (s1, 0.482),  

(s2, 0.482), (s3, 0.018)} 

A3 {(s6, 1)} 
{(s2, 0.175), (s3, 0.236),  
(s4, 0.236), (s5, 0.255),  

(s6, 0.098)} 
{(s4, 1)} 

{(s1, 0.006), (s2, 0.155),  
(s3, 0.678), (s4, 0.155),  

(s5, 0.006)} 

A4 {(s6, 1)} {(s2, 0.33), (s3, 0.33),  
(s4, 0.33)} {(s0, 1)} {(s0, 0.018), (s1, 0.482),  

(s2, 0.482), (s3, 0.018)} 

D3 

A1 {(s0, 1)} {(s0, 0.428), (s1, 0.572)} {(s0, 1)} {(s4, 0.011), (s5, 0.35),  
(s6, 0.639)} 

A2 {(s4, 1)} {(s3, 1)} {(s6, 1)} {(s3, 0.018), (s4, 0.482),  
(s5, 0.482), (s6, 0.018)} 

A3 {(s5, 1)} {(s3, 0.035), (s4, 0.4),  
(s5, 0.407), (s6, 0.157)} {(s4, 1)} {(s0, 0.018), (s1, 0.482),  

(s2, 0.482), (s3, 0.018)} 

A4 {(s6, 1)} {(s3, 0.035), (s4, 0.4),  
(s5, 0.407), (s6, 0.157)} {(s2, 1)} {(s0, 0.639), (s1, 0.35),  

(s2, 0.011)} 

 
Step 3：利用定义 9 中的 PLWA 算子对概率语言个体决策矩阵 ( ) ( )( ) ( )

4 4
1, 2,3t t

ijL p L p t
×

= = 进行集结，

求得概率语言群体决策矩阵 ( ) ( )( )4 4ijL p L p
×

= ，如表 6 所示。 

 
Table 6. Probabilistic linguistic group decision matrix 
表 6. 概率语言群体决策矩阵 

 C1 C2 C3 C4 

A1 {(s0.4, 0.866), (s0.401, 0.134)} 
{(s0, 0.244), (s0.41, 0.41),  

(s0.41, 0.203), (s0.25, 0.082),  
(s0.23, 0.058)} 

{(s2.67, 1)} 
{(s0.03, 0.009), (s1.27, 0.285),  
(s3.23, 0.652), (s0.21, 0.052),  

(s0.01, 0.002)} 

A2 {(s1.33, 0.33)} {(s1.22, 0.51), (s0.56, 0.34),  
(s0.51, 0.147)} {(s4.4, 0.8), (s0.8, 0.199)} {(s0.03, 0.016), (s1.39, 0.438),  

(s2.4, 0.534), (s0.054, 0.012)} 

A3 {(s3.93, 0.733), (s1.33, 0.267)} 
{(s0.36, 0.141), (s1.26, 0.336),  

(s1.46, 0.308), (s1, 0.018),  
(s0.2, 0.033)} 

{(s2.9, 0.733), (s1.3, 0.267)} 
{(s0.002, 0.221), (s0.38, 0.329),  

(s1.02, 0.39), (s0.02, 0.058),  
(s0.01, 0.002)} 

A4 {(s6, 1)} {(s1.06, 0.322), (s1.53, 0.377),  
(s1.12, 0.245), (s0.31, 0.052)} {(s0.67, 1)} {(s0, 0.432), (s0.39, 0.394),  

(s0.34, 0.168), (s0.018, 0.006)} 
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Step 4：根据离差最大化思想，利用公式(23)~(25)确定属性的权重，如下所示： 

1 2 3 40.529, 0.06, 0.314, 0.097.ω ω ω ω= = = =  

Step 5：选取权重最大的属性 C1 作为参照权重，计算每个属性的相对权重，如下所示： 

1* 2* 3* 4*1, 0.113, 0.594, 0.183.ω ω ω ω= = = =  

Step 6：取 0.25θ = ，利用公式(26)和(27)计算方案 Ai 相对于其他方案 ( ), 1, 2,3, 4;kA k i k i= ≠ 的综合优

势度，如下所示： 

( )

0 1.379 1.428 2.767
0.177 0 1.685 2.535

, .
0.003 0.597 0 2.069
0.315 0.08 0.021 0

i kA Aδ

− − − 
 − − − =
 − −
 
− − 

 

Step 7：利用公式(28)，计算方案 ( )1,2,3,4kA k = 的总体优势度，如下所示： 

1 2 3 40, 0.226, 0.788, 1.ξ ξ ξ ξ= = = =  

Step 8：按照方案总体优势度 ( )1,2,3,4i iξ = 由大到小的顺序，对备选方案进行排序： 4 3 2 1A A A A   。

由此可得，A4 为最满意方案。 

5. 结论 

本文提出了基于 TODIM 的属性权重未知的混合多属性群决策方法，该方法考虑到决策者的知识背

景、社会经验和信息对称等差异以及决策问题本身的复杂性和不确定性，允许决策者采用不同类型的数

据给出其评价信息，并将决策者的心理行为和理性预期引入决策过程过程中。首先，为了对评价信息进

行集结，在对评价信息进行规范化处理的基础上，提出了将精确数、区间数和语言术语转化为概率语言

术语集的方法。然后，通过对个体决策矩阵进行集结，利用离差最大化思想确定属性的权重，并将传统

TODIM 方法拓展到概率语言环境下，计算每个方案相对于其他方案的综合优势度，构造损益矩阵，进而

求得各方案的综合优势度以确定方案的最终排序。最后，通过算例验证了该方法的可行性。 
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