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摘  要 

针对属性值为勾股梯形模糊数的多属性决策问题，重新定义了勾股梯形模糊数的期望函数、评分函数和

精确函数。给出了勾股梯形模糊数的运算法则，基于这些运算法则，提出了勾股梯形模糊加权算术平均

算子。利用这些聚集算子，对准则值进行聚集，得到集结的勾股梯形模糊备选数。通过比较集结模糊数

的得分函数和精确函数值，可以得到整个备选集的排序。通过实例验证了该方法的可行性和有效性。 
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Abstract 
For multi-attributes decision-making problems, in which the values of attributes are Pythagorean 
trapezoidal fuzzy numbers, the expected function, scoring function and accuracy function of tra-
pezoidal fuzzy number are redefined. Their operational laws are defined. Based on these opera-
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tional laws, Pythagorean trapezoidal fuzzy weighted arithmetic averaging operator is proposed. 
By using these aggregation operators, criteria values are aggregated and integrated Pythagorean 
trapezoidal fuzzy numbers of alternatives are attained. By comparing score function and accuracy 
function values of integrated fuzzy numbers, a ranking of the whole alternative set can be attained. 
An example is given to show the feasibility and availability of the method. 
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1. 引言 

随着社会竞争力的不断增强，多属性决策被广泛应用到各个领域，决策理论的发展也越来越重要。

如今社会提倡评选各种优秀团体、先进个人等活动，通过不同的评价指标对参赛团队或个人进行排序，

评选出优秀团体或个人。为了公正、公平和大家满意期间，如何对参赛者进行择优变得尤为重要。随着

人们对模糊集理论的认识，勾股模糊集也逐渐出现在人们的视线中，而且它能更加准确的反应决策者的

喜好，用勾股梯形模糊集理论来解决多属性决策问题更有意义。 
1965 年 Zadeh [1]提出了模糊集理论，引起了很多学者的关注。1986 年 Astanassov [2]提出了直觉模糊

集，使人们解决多属性问题更加方便。1989 年 Atanassov 和 Gargov [3]提出了区间直觉模糊集，把 [ ]0,1 上

的模糊数拓展到了区间 [ ]0,1 ，所以在处理不确定信息时更加灵活。龚日朝等[4]运用概率论全概率公式思想

提出了区间直觉模糊数的新得分函数和精确函数。Wang Jianqiang & Zhang Zhong [5]在 2009 年提出了直觉

梯形模糊集并给出了它的得分函数和精确函数。周晓辉[6]等提出了直觉梯形模糊数的 Hamming 距离，根

据贴近度的大小对方案进行了排序。Yager [7] [8]对直觉模糊集进行了扩展，对于隶属度和非隶属度之和大

于 1 的情况，给出了勾股模糊集，它能更加准确的刻画现实问题。Rehman 等[9]研究了勾股模糊聚合算子，

如勾股模糊加权几何(PFWG)算子、勾股模糊有序加权几何(PFOWG)算子、勾股模糊爱因斯坦加权几何

(PFEWG)算子和区间值勾股模糊几何(IVPFG)算子。他们还提出了勾股模糊聚合算子[10]。Peng and Yang 
[11]提出了区间勾股模糊集的运算法则。M. Shakeel 等[12]提出了基于爱因斯坦算子的勾股梯形模糊聚合算

子。Faisal Khan 等[13]提出了基于勾股梯形模糊数运算法则，并对其基本性质进行了验证。也提出了一些

由勾股梯形模糊数形成决策信息的聚合算子，包括勾股梯形加权几何(PTFWG)算子，勾股梯形模糊有序加

权几何(PTFOWG)算子和勾股梯形模糊混合几何(PTFHG)算子。M. Shakeel et al. [14]提出了勾股梯形模糊集

并给出了它的加权平均算子和得分、精确函数。由于勾股模糊集比直觉模糊集更能模拟实际问题中的模糊

性，本文对勾股梯形模糊多属性决策的得分函数和精确函数进行了改进，通过计算勾股梯形模糊数的期望

来定义了它的得分函数和精确函数，并通过例子证明了备选方案排名的有效性。本文研究的目的是基于勾

股梯形模糊数定义的得分函数和精确函数来解决属性值为勾股梯形模糊数的多属性决策问题。 

2. 勾股梯形模糊集及相关理论 

2.1. 勾股梯形模糊数 

定义 1 [14] 设α 是实数集上的一个勾股模糊数，它的隶属度为： 
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其中 ( )Lf xα ， ( )Rg xα 是连续的单调增函数， ( )Rf xα ， ( )Lg xα 是连续的单调减函数， ( )Lf xα ， ( )Rf xα ， ( )Lg xα ，

( )Rg xα 分别是隶属函数和非隶属函数的左右基函数。勾股模糊数表示为 

( )( ) ( )( )1 1, , , ; , , , , ;a b c d a b c d vα αα µ=
 

 。与模糊数不同，勾股模糊数有另一个参量，非隶属函数被用来表

示决策者对不属于元素 ( )1 1, , ,a b c d 的满意程度。当 1, 0vα αµ = =
 

，α 叫做正常的勾股模糊数，也就是传统

的模糊数。当 ( )L x af x
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( )2 20 1,0 1, 1, , , ,v v a b c d Rα α α αµ µ≤ ≤ ≤ ≤ + ≤ ∈
   

这个勾股模糊数被叫做勾股梯形模糊数，表示为

( )( ) ( )( )1 1, , , ; , , , , ;a b c d a b c d vα αα µ=
 

 。当 b c= ，勾股梯形模糊数退化为勾股三角模糊数。本文中讨论的

是 [ ] [ ]1 1, , , , , ,a b c d a b c d= 的 情 形 ， 此 时 勾 股 梯 形 模 糊 数 α 表 示 为 [ ], , , ; ,a b c d vα αα µ=
 

 。

( ) ( )2 21 vα α απ µ= − −
  

称为犹豫度。 

2.2. 勾股梯形模糊数的运算法则 

定义 2 [12] 设 [ ]
1 11 1 1 1 1, , , ; ,a b c d vα αα µ=
 

 ， [ ]
2 22 2 2 2 2, , , ; ,a b c d vα αα µ=
 

 为两个勾股梯形模糊数，则有

如下运算法则： 

1) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , ; ,a a b b c c d d v vα α α α α αα α µ µ µ µ+ = + + + + + −
     

  ； 

2) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , ; ,a a b b c c d d v v v vα α α α α αα α µ µ× = + −
     

  ； 

3) [ ] ( )( ) ( )1 1

2

1 1 1 1 1, , , ; 1 1 ,a b c d v
λ λ

α αλα λ λ λ λ µ= − −
 

 ； 

4) ( ) ( )( )1 1

2

1 1 1 1 1, , , ; , 1 1a b c d v
λλλ λ λ λ λ

α αα µ = − −   

 。 

3. 勾股梯形模糊数的集合算子 

定义 3 [14] 设 [ ], , , ; ,
i ii i i i ia b c d vα αα µ=
 

 是一个由勾股模糊梯形数组成的集合。 iα 对应的权重设为

( )1,2, ,i i nω =  ，那么勾股梯形模糊加权平均算子定义为： 
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                (1) 

4. 勾股梯形模糊数的得分函数和精确函数 

定义 4 设 [ ], , , ; ,a b c d vα αα µ=
 

 是一个勾股梯形模糊数，将它的期望函数定义为： 

( ) ( ) ( )2 21 1
8

I a b c d vα αα µ = + + + × − −  

                          (2) 

定义 5 设 [ ], , , ; ,a b c d vα αα µ=
 

 是一个勾股梯形模糊数，将它的得分函数定义为： 
( ) ( )2 2S I vα α αα µ= × −

  

                                  (3) 

得分函数的值越大，表明其对应的勾股梯形模糊数越大。 
定义 6 设 [ ], , , ; ,a b c d vα αα µ=

 

 是一个勾股梯形模糊数，其精确函数定义为： 
( ) ( )2 2H I vα α αα µ= × +

  

                                 (4) 

定义 7 [5] 对于任意的两个勾股梯形模糊数 1α 和 2α ，具有以下排序方法： 
1) 如果 ( ) ( )1 2S Sα α>  ，那么 1 2α α>  ； 
2) 若 ( ) ( )1 2S Sα α=  ，那么当 ( ) ( )1 2H Hα α=  时，有 1 2α α=  ；当 ( ) ( )1 2H Hα α>  时，则 1 2α α>  。 

5. 基于勾股梯形模糊数的多属性决策 
对于一些模糊多属性决策问题，假设有m 个备选方案 { }1 2, , , mA a a a=  ，l 个决策准则 { }1 2, , , lC c c c=  ，

相应的权重系数为 { }1 2, , , lω ω ω ω=  ， [ ]0,1jω ∈ ， 1 2 1lω ω ω+ + + = 。 
在多属性决策问题中，我们通常用效益型和成本型的标准类型来消除不同物理维度对决策结果的影响。

由勾股梯形模糊数构成的模糊矩阵 ( )ij m l
R r

×
= ，其中 , , , ; , , 1, 2, , ; 1, 2, ,ij ij ij ij ij ij ijr a b c d v i m j lµ = = =    。

对决策矩阵 ( )ij m l
R r

×
= 进行规范化处理[15]。 

对于效益型指标： 
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对于成本型指标： 
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其中，可取 0.2x
iβ = ， 0.8x

iα = ， , , , ; 1, 2, , ; 1, 2, ,x a b c d i m j l= = =  。这样的极差变换法的处理方法可

以使得备选方案之间保持独立性和排序的一致性。 

https://doi.org/10.12677/orf.2021.111008


王霞 等 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2021.111008 67 运筹与模糊学 
 

决策步骤如下： 
步骤 1：对决策矩形 ( )ij m l

R r
×

= 进行规范化处理。 
步骤 2：使用加权平均算子 

( )

( ) ( )
1 2 1 1 2 2

2 2

1 1 1 1 1 1

, , ,

, , , ; 1 1 ,i i

i i

i n n n

n nn n n n

i i i i i i i i
i i i i i i
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a b c d v
ω ω

α α

α α α α ωα ω α ω α

ω ω ω ω µ
= = = = = =

= = + + +

 = − −  
∑ ∑ ∑ ∑ ∏ ∏ 

      
 

 

用聚合标准的权重和值来得到综合勾股梯形模糊数 , 1, 2, ,i i mα =
 。 

步骤 3：分别使用得分函数和精确函数来计算得分值和精确值。 

步骤 4：根据定义 7 对方案进行排序。 

6. 案例分析 

某校在教师节之际准备评选优秀教师，现有 4 个被选人 { }1 2 3 4, , ,A a a a a= 符合评选条件，经各部门研

究决定，制定了 6 个评选标准 { }1 2 3 4 5 6, , , , ,C c c c c c c= ，各个指标对应的权重向量为 

( )T0.16,0.16,0.20,0.16,0.16,0.16ω = ，且各指标为效益型指标，决策者对备选人的评价值用勾股梯形模糊

数来表示，决策矩阵如表 1。 
 

Table 1. Decision matrix 
表 1. 决策矩阵 

 1c  2c  3c  4c  5c  6c  

1a  [ ]2,3,5,6 ;0.5,0.3  [ ]2,3, 4,6 ;0.7,0.2  [ ]3,4,5,8 ;0.8,0.1  [ ]2,3, 4,6 ;0.6,0.3  [ ]3,4,5,6 ;0.5,0.2  [ ]2,3, 4,7 ;0.9,0.2  

2a  [ ]1,3,4,5 ;0.7,0.4  [ ]4,5,6,7 ;0.5,0.4  [ ]1,3,4,6 ;0.6,0.3  [ ]3,4,5,7 ;0.5,0.2  [ ]2,4,5,6 ;0.8,0.3  [ ]3,5,6,7 ;0.6,0.3

 

3a  [ ]1,2,3,5 ;0.6,0.2  [ ]3,4,5,6 ;0.8,0.3  [ ]2,3, 4,5 ;0.7,0.2  [ ]3,4,5,6 ;0.6,0.1  [ ]2,4,5,7 ;0.7,0.1  [ ]4,5,6,8 ;0.8,0.2

 

4a  [ ]2,4,5,6 ;0.5,0.2  [ ]2,3, 4,7 ;0.6,0.4  [ ]1,2,3,4 ;0.7,0.1  [ ]2,4,6,7 ;0.6,0.4  [ ]3,4,6,7 ;0.8,0.2  [ ]2,3, 4,5 ;0.5,0.4

 
 

Step 1. 把决策矩阵进行规范化得到规范化的决策矩阵，由于指标均为效益型指标，则取 0.2x
iβ = ，

0.8x
iα = ，由式(5)可得规范化决策矩阵如表 2。 

 
Table 2. Normalized decision matrix 
表 2. 规范化决策矩阵 

 1c  2c  3c  

1a  [ ]0.200,0.333,0.600,0.733 ;0.5,0.3  [ ]0.200,0.333,0.467,0.733 ;0.7,0.2  [ ]0.333,0.467,0.600,1.000 ;0.8,0.1  

2a  [ ]0.200,0.467,0.600,0.733 ;0.7,0.4  [ ]0.600,0.733,0.867,1.000 ;0.5,0.4  [ ]0.200,0.467,0.600,0.867 ;0.6,0.3  

3a  [ ]0.200,0.314,0.429,0.657 ;0.5,0.2  [ ]0.429,0.543,0.657,0.771 ;0.8,0.3  [ ]0.314,0.429,0.543,0.657 ;0.7,0.2  

4a  [ ]0.333,0.600,0.733,0.867 ;0.5,0.2  [ ]0.333,0.467,0.600,1.000 ;0.6,0.4  [ ]0.200,0.333,0.467,0.600 ;0.7,0.1  
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Continued 

 4c  5c  6c  

1a  [ ]0.200,0.333,0.467,0.733 ;0.6,0.3  [ ]0.333,0.467,0.600,0.733 ;0.5,0.2  [ ]0.200,0.333,0.467,0.867 ;0.9,0.2  

2a  [ ]0.467,0.600,0.733,1.000 ;0.5,0.2  [ ]0.333,0.600,0.733,0.867 ;0.8,0.3  [ ]0.467,0.733,0.867,1.000 ;0.6,0.3  

3a  [ ]0.429,0.543,0.657,0.771 ;0.6,0.1  [ ]0.314,0.546,0.657,0.886 ;0.7,0.1  [ ]0.543,0.657,0.771,1.000 ;0.8,0.2  

4a  [ ]0.333,0.600,0.867,1.000 ;0.6,0.4  [ ]0.467,0.600,0.867,1.000 ;0.8,0.2  [ ]0.333,0.467,0.600,0.733 ;0.5,0.4  

 
Step 2. 利用式(1)求得决策方案 ( )1,2,3,4ia i = 的综合属性值 ia 分别为： 

[ ]1 0.248,0.381,0.536,0.628 ;0.732,0.039a =  

[ ]2 0.371,0.595,0.728,0.909 ;0.639,0.095a =  

[ ]3 0.369,0.502,0.616,0.785 ;0.509,0.029a =  

[ ]4 0.328,0.504,0.680,0.856 ;0.413,0.059a =  

Step 3. 计算 ( )1,2,3,4ia 的得分值 ( )iS a ，由式(3)可得。 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40.179, 0.182, 0.092, 0.058S a S a S a S a= = = =     

Step 4. 由定义 7 排名如下： 

2 1 3 4a a a a> > >  

所以该学校评选出的优秀教师为第 2 个被选人。 

7. 结论 

对于勾股梯形数的模糊多属性决策问题，定义了勾股梯形模糊数的期望、得分函数、精确函数，给

出了勾股梯形模糊数的加权平均算子，根据加权平均算子得到集结算子，然后由得分函数计算出集结算

子的得分值，最后由得分值进行排序，并通过实例验证了此方法的有效性。这种方法理论简单、易于操

作，可用于优秀团体和先进个人评选等多属性决策问题中。 
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