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摘  要 

在分析L-模糊集相似度的性质基础上，给出模糊粗糙集的相似度的定义和生成方法，强相似度的生成还

可以从不同角度通过构造特殊函数来实现。 
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Abstract 
Based on the analysis of the properties of similarity of the L-fuzzy sets, the definition and the ge-
nerating method of the fuzzy rough sets similarity are given. The generation of strong similarity 
can also be realized by constructing special functions from different angles. 
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1. 引言 

模糊集理论的核心问题之一是相似度度量，其得到了国内外众多学者的关注和研究，很多学者己经

将模糊相似度测度应用到模式识别、医疗诊断、聚类分析和多属性决策等领域。相似度度量是描述两个

集合之间的相似程度的量，模糊模式识别的研究对象具有模糊性。不同的相似度度量的形式不同，各有

所长，探讨模糊粗糙集的相似度的生成方法可以便于应用时有更多的选择。文章在分析 L-模糊集相似度

的性质基础上，给出模糊粗糙集的相似度的定义和生成方法，指出强相似度的生成还可以从不同角度通

过构造特殊函数来实现。 

2. 相似度 

定义1 [1]  假设 ( ),L ≤ 是非空的偏序集， [ ]: 0,1D L L× → ，对于 , , Lα β γ∀ ∈ 有： 
1) 当α β≤ 时， ( ) 1D β α = 。 
2) 当α β γ≤ ≤ 时， ( ) ( )D Dα γ α β≤ ，则称D为L上的包含度函数。 ( )D β α 为α 在 β 中的包含度。 
若修改(2)为：3) 当α β γ≤ ≤ 时，满足： ( ) ( ) ( )D D Dα γ α β β γ≤ ∧ ，则称D为强包含度函数。

( )D β α 为α 在 β 中的强包含度。 
设 1 2, , , nU U U 为论域， 1 2 nU U U U= × × × ， ( )L iU 是 iU 上L-模糊集组成的集合，( 1, 2, ,i n=  )，

( ) ( )
1

| , , 1, 2, ,
n

n i i L i
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H U A A A A U i n
=

 = = ∈ = 
 

∏  ， ( ) ( ) ( )1 2 11
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n n

i n i iii
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==

 = = ∧ 
 
∏  ， u U∈ 。 

定义2 [2]  假设 ( ),L ≤ 为非空的偏序集， [ ]: 0,1SM L L× → ，对于 , , Lα β γ∀ ∈ 有： 
1) ( ), 1SM α α = 。 
2) ( ) ( ), ,SM SMα β β α= 。 
3) 当α β γ≤ ≤ 时， ( ) ( ), ,SM SMα γ α β≤ 。则称SM为L上的相似度函数。 ( ),SM α β 为α 与 β 的相

似度量。 
若修改(3)为：当α β γ≤ ≤ 时， ( ) ( ) ( ), , ,SM SM SMα γ α β β γ≤ ∧ ，则称SM为L上的强相似度函数。

( ),SM α β 为α 与 β 的强相似度量。 
定理1  设 1 2,SM SM 分别是 ( ) ( )1 2,L LU U  上的相似度函数，那么 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , ,SM A B TS SM A B SM A B=   是 ( )2H U 上的相似度函数。而 1 2,SM SM 是强相似度函数，那

么SM也为强相似度函数，其中 ( )2,A B H U∈ ，
2

1
i

i
A A

=

=∏ ，
2

1
i

i
B B

=

=∏ 。 

证  不妨设TS是反三角模， 1 2,SM SM 是强相似度。 
1) 显然 ( )0 , 1SM A B≤ ≤ 。 

2) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , , 1,1 1SM A A S SM A A SM A A S= = =   。 

3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2, , , , , , , ,SM A B S SM A B SM A B S SM B A SM B A SM B A= = =       。 

4) , 1, 2i i iA B C A B C i⊆ ⊆ ⇒ ⊆ ⊆ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2, , , , , , , ,SM A C S SM A C SM A C S SM A B SM A B SM A B⇒ = ≤ =        
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2, , , , , , , ,SM A C S SM A C SM A C S SM B C SM B C SM B C= ≤ =        

( ) ( ) ( ), , ,SM A C SM A B SM B C⇒ ≤ ∧ 。 
定理1的意义是可以递推生成 ( )nH U 上的(强)相似度函数。 
定理2  ( )L U 为论域U上的全体L-模糊集，D为 ( )L U 上的包含度函数，那么 

( ) ( ) ( )( ), ,SM A B TS D B A D A B= 为 ( )L U 上的相似度函数。而当D为强包含度函数，那么SM为强相似

度函数。 
证：不妨设TS是反三角模，已知D是强包含度： 
1) 显然 ( )0 , 1SM A B≤ ≤ 。 

2) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , 1,1 0,1 1SM A A S D A A D A A S S= = ≥ = ，故 ( ), 1SM A A = 。 

3) 由反三角模的对称性，易证SM的对称性。 
4) A B C⊆ ⊆ ( ) ( ) ( )D A C D A B D B C⇒ = ∧ ， ( ) ( ) ( ) 1D C A D B A D C B= = =  
( ) ( )( ), 1,SM A C S D A C⇒ = ， ( ) ( )( ), 1,SM A B S D A B= ， ( ) ( )( ), 1,SM B C S D B C=   

( ) ( ), ,SM A C SM A B⇒ ≤ ， ( ) ( ), ,SM A C SM B C≤ ( ) ( ) ( ), , ,SM A C SM A B SM B C⇒ ≤ ∧ 。从而SM为强相

似度。 
可以利用 ( )L iU 上的包含度函数 ( )iD i n≤ 通过不同的方式生成 ( )nH U 上的相似度函数。也可以利

用 ( )L iU 上的强包含度函数 ( )iD i n≤ 通过不同的方式生成 ( )nH U 上的强相似度函数。如可以用递推法

生成 ( )nH U 上的(强)包含度函数[1]，然后根据定理2生成 ( )nH U 上的(强)相似度函数。当然第一步根据

定理2生成每一个 ( )L iU 上的(强)相似度，第二步根据定理1通过递推法生成 ( )nH U 上的(强)相似度也是

可行的，这两种方式生成的(强)相似度可能是不同的。而下面的定理3说明这两种方式在一定的条件下生

成的(强)相似度是相同的。当然，只要这两个过程使用的是同一个三角模或反三角模，则在 ( )nH U 上生

成的相似度就是相同的，但是在同一过程中不必要求是同一个三角模或反三角模。我们给出了结论(3) (4)。 
定理3  设 ( )2,A B H U∈ ， iD 是 ( )( )2L iU i ≤ 上的(强)包含度，则 

1) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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只证(4)。(1) (2) (3)可类似证明。 
证  记 ( )1 1 1D B A α= ， ( )1 1 1D A B β= ， ( )2 2 2D B A a= ， ( )2 2 2D A B b=  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

SM A B S T T a b S T T a b S T T b a

S T T b a S T a T b S T a T b

α β α β α β

α β α β α β

   = = =      
   = = =      

。即(4)成立。 
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3. 模糊粗糙集的相似度及生成 

定义3  X上模糊粗糙集组成的集合为 ( )FR X ，如果映射 ( ) ( ) [ ]: 0,1RSM FR X FR X× → ， 

( ),L UA A A∀ = ， ( ),L UB B B= ， ( ) ( ),L UC C C FR X= ∈ 有： 

1) 当 A B= 时， ( ) ( ), , , 1R L U L USM A A B B  =  。 

2) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,R L U L U R L U L USM A A B B SM B B A A   =   。 

3) 当 A B C⊆ ⊆ 时 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,R L U L U R L U L USM A A C C SM A A B B   ≤   。 

则称 RSM 为 ( )FR X 上的相似度函数， ( ) ( ), , ,R L U L USM A A B B  为A与B之间的相似度量。把 

( ) ( ), , ,R L U L USM A A B B  简记为 ( ),RSM A B 。 

若修改(3)为：当 A B C⊆ ⊆ 时， ( ) ( ) ( ), , ,R R RSM A C SM A B SM B C≤ ∧ ，则称 RSM 为 ( )FR X 上的强

相似度函数， ( ),RSM A B 为A与B之间的强相似度量。 
映射 ( ) ( )2:g FR X H U→ ， ( )( ),L U L Ug A A A A= × 。可证g为保序映射[3]。因此就可由 ( )( )2 ,H U ⊆ 上

的(强)包含度和(强)相似度生成 ( )FR X 上的(强)包含度和(强)相似度。 
定理4  设 ( ) ( ){ }| ,L L L UFR A A A FR X= ∈ ， ( ) ( ){ }| ,U U L UFR A A A FR X= ∈ 。 ,L UD D 分别为 ,L UFR FR 上

的(强)包含度， ,L USM SM 分别为 ,L UFR FR 上的(强)相似度. 

则1) ( ) ( ) ( )1 , , , ,R L L L U U USM A B TS SM A B SM A B =  是 ( )( ),FR X ⊆ 上的(强)相似度. 
2) ( ) ( ) ( )2

1 2, , ,R L L L U U USM A B SM A B SM A Bω ω= + 是 ( )( ),FR X ⊆ 上的(强)相似度。其中 

1 2 1 21, 0, 0ω ω ω ω+ = ≥ ≥ 。 
证明略。 
下面通过构造某些函数而不是利用三角模或者反三角馍，依据(强)包含度函数生成新的(强)相似度函

数。 
定理5  记 ( )FR X 上的(强)包含度函数为D， [ ] [ ]2: 0,1 0,1f → 为一个对称非减函数满足 ( )1,1 1f = ，

那么对 ( ),A B FR X∀ ∈ ， ( ) ( ) ( )( ), ,SM A B f D A B D B A= 为A与B之间的(强)相似度量。 
证：以强相似度为例证。 

1) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,SM A B f D A B D B A f D B A D A B SM B A= = = 。 

2) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , 1,1 1SM A A f D A A D A A f= = = 。 

3) A B C⊆ ⊆ ，则由f的非减性，
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
, , ,1 ,1

, ,

SM A C f D A C D C A f D A C f D A B

f D A B D B A SM A B

= = ≤

= =
。 

同理可证 ( ) ( ), ,SM A C SM B C≤ 。故 ( ) ( ) ( ), , ,SM A C SM B C SM A B≤ ∧ 。 

故 ( ) ( ) ( )( ), ,SM A B f D A B D B A= 为 A 与 B 之间的强相似度量。 
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