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摘  要 

本文基于有限理性框架下，以2 × 2的对称博弈问题为研究对象，建立起带时滞的对称博弈模型。通过演

化动力学理论中的复制动力学研究分析了博弈参与者进行策略选择的复制动态变化过程。数值模拟了带

时滞与不带时滞两类系统下博弈的稳定状态。实验结果表明，在对称博弈中，决策者决策延时会对决策

造成一定的影响，这个影响不改变策略的稳定状态，改变的仅是达到稳定状态的快慢程度，且时滞越长，

演化到稳定状态的速度越快。 
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Abstract 
Based on the framework of bounded rationality, this paper takes the 2 × 2 symmetric game prob-
lem as the research object, establishes a symmetric game model with time delay. The dynamic 
change process of game participants’ strategy selection is analyzed by the study of replication dy-
namics in evolutionary dynamics theory. The stable state of the game under two kinds of systems 
with and without time delay is numerically simulated. The experimental results show that in a 
symmetric game, the decision-maker’s decision delay will have a certain impact on the decision. 
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This impact does not change the steady state of the strategy, but only changes the speed of reach-
ing the steady state. And the longer the time lag, the faster the evolution to the steady state. 
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1. 引言 

在传统博弈论中，往往假设参与者是完全理性的，也就是说参与者是在完全信息的条件下进行的，

但在现实经济生活中，参与者很难达到完全理性和完全信息的条件。演化博弈论不再把人类塑造成超理

性的博弈者，而是认为人类通常通过试错来达到博弈均衡，这与生物进化的原理是一致的。因此，历史、

制度因素和均衡过程的一些细节都会影响博弈中多重均衡的选择。从理论要符合实际的意义上讲，这一

理论对生物学、经济学、金融学、证券学等学科都是十分有用的[1] [2] [3]。 
对于演化博弈模型，稳定解反映了未来决策的稳定性，它是通过不断调整当前决策来实现的。但是，

对于有限理性的博弈参与者来说，在博弈过程中，他们往往借鉴前人的经验进行预判，而不是盲目地进

行调节，即在博弈过程中会考虑先前的决策情况。本文通过时滞作用刻画了参与者决策思考的过程，建

立了一个具有时滞的对称演化博弈模型，通过比较带时滞与不带时滞两类系统下决策的稳定性状态得到

了一系列结论。 

2. 演化博弈模型及其稳定性 

2.1. 模型的假设和建立 

本文以 2 × 2 的对称博弈问题为研究对象。假设博弈的双方都不是完全理性的，为方便起见，现假设

有两个人参与了博弈，分别是参与人 1 和参与人 2。他们分别有两种策略可以选择：策略 1 和策略 2。如

果双方都选择策略 1，则双方的支付都是 r；双方都选择策略 2，则支付为 s。当一方选择策略 1，另一方

选择策略 2 时，选择策略 1 的一方支付为 m，选择策略 2 的一方支付为 n。对应的支付矩阵如表 1： 
 

Table 1. Payout matrix 
表 1. 支付矩阵 

 参与人 1 策略 1 策略 2 

参与人 2 
策略 1 (r, r) (m, n) 

策略 2 (n, m) (s, s) 

 
现在考虑在一个大群体之间随机配对进行该博弈。在有限理性的前提下，假设该群体中有比例为 x

的参与人选择策略 1，比例1 x− 的参与人选择策略 2，此时社会状态为 ( )T,1x x− ，则在博弈过程中，选

择策略 1 和策略 2 的参与人期望收益函数 ( )1F x 、 ( )2F x 及平均得益 ( )F x 分别为： 
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( ) ( )1 1 ,F x xr x m= + −                                   (1) 

( ) ( )2 1 ,F x xn x s= + −                                   (2) 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 .F x xF x x F x= + −                               (3) 

根据 Nash 平衡的定义可以得到该博弈的 Nash 平衡如下： 
1) 若 r n> 成立，则 ( )T1,0 为该博弈的 Nash 平衡； 
2) 若 s m> 成立，则 ( )T0,1 为该博弈的 Nash 平衡； 
3) 若存在 *0 1x< < ，使 ( ) ( )1 2F x F x∗ ∗= ，则 ( )T

,1x x∗ ∗− 为该博弈的 Nash 平衡。 

2.2. 复制动力学的演化分析 

本根据复制动力学的相关定义[4]，我们已经知道群体的策略调整动力学可表示为： 

( ) ( ) .i i ix x F x F x = −   

此处只需在该群体中考虑选择策略 1 的份额 x的变化情况即可，选择策略 2 的份额由1 x− 即可得到。

由此可得 x 的复制动力学方程： 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 .x x x x r n x m s V x= − − + − − =                          (4) 

令 ( ) 0V x = ，方程(4)最多有三个均衡状态，分别为 1 0x∗ = ， 2 1x∗ = ， 3
s mx

r m n s
∗ −
=

− − +
 

( 0 1s m
r m n s

−
≤ ≤

− − +
且 0r m n s− − + ≠ )。根据微分方程稳定性定理可以得到当 ( ) 0V x∗′ < 时，x∗ 为稳定点。 

( ) ( ) ( ) ( )23 2 2 2 .V x m n r s x r s m n x m s′ = + − − + + − − + −                   (5) 

根据(5)可计算得到表 2 所示的稳定性分析结果。 
 

Table 2. The evolutionary steady state analysis result of the game 
表 2. 博弈的演化稳定状态分析结果 

条件 ( )1F x∗′ 符号 ( )2F x∗′ 符号 ( )3F x∗′ 符号 ESS 

,r n m s> >  + − 3x∗ 不是稳定状态 2 1x∗ =  

,r n m s< <  − + 3x∗ 不是稳定状态 1 0x∗ =  

,r n m s> <  − − + 1 20, 1x x∗ ∗= =  

,r n m s< >  + + − 3

s mx
r m n s

∗ −
=

− − +
 

 
由表 2 可知，当 1 0x x∗= = 稳定时，随着时间的推移，参与人都会选择策略 2，当 2 1x x∗= = 稳定时，

随着时间的推移，参与人都会选择策略 1，当 3
s mx x

r m n s
∗ −

= =
− − +

稳定时，随着时间的推移，有
s m

r m n s
−

− − +

比例的参与者趋向于选择策略 1，
r n

r m n s
−

− − +
比例的参与者趋向于选择策略 2。 
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3. 带时滞系统的演化博弈模型 

3.1. 模型的构建 

本节将引入时滞对第 2 节的模型进行适当改进。根据第 2 节的分析我们知道，在当前的社会状态下，

当 r n< 且m s> 时， 3
s mx

r m n s
∗ −
=

− − +
是唯一的演化稳定状态。本节将重点分析该平衡点在时滞系统中的 

稳定性。当一个决策者在时间 t 使用一个策略时，他将在随机延迟τ 之后也就是时间为 t τ+ 时刻收到他

的回报。自然地，该策略的预期收益仅在该时刻确定，即 ( )( )F x t τ+ 。等价地说，一个策略在当前时间

的预期收益是之前某个随机时刻的总体状态的函数[5]。如果延迟等于τ ，则在时间 t 时选择策略 1 和策

略 2 的参与人期望收益函数 ( )( )1F x t τ− 、 ( )( )2F x t τ− 及平均得益 ( )( )F x t τ− 分别由以下公式确定： 

( )( ) ( ) ( )( )1 1 ,F x t x t r x t mτ τ τ− = − + − −                            (6) 

( )( ) ( ) ( )( )2 1 ,F x t x t n x t sτ τ τ− = − + − −                            (7) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 21 .F x t x t F x t x t F x tτ τ τ− = − + − −                      (8) 

根据复制动力学的相关定义，相应的时滞动力学可以表示为[6]： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) *
1 31 .x x t F x t F x t n r m s x t x t x t xτ τ τ   = − − − = − − + − − − −            (9) 

令 n r m sδ = − + − ，则(9)可改写为： 

( ) ( )( ) ( ) *
31 ,x x t x t x t xδ τ = − − − −                              (10) 

式(10)为时滞微分方程，下节将讨论该模型的动力学性质。 

3.2. 带时滞系统的演化博弈模型稳定性分析 

稳定性问题是系统分析研究的核心，本节将讨论模型(10)的稳定性。 
令 ( ) ( ) *

3y t x t x= − ，则模型(10)转化为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

* * *
3 3 3

* *
3 3

1 1 2

1 .

y t x x y t y t y t y t x

y t x y t x y t

δ τ δ τ

δ τ

 = − − − + − − − 

= − + − − −



                 (11) 

从而，可通过研究模型(11)在 0y = 的稳定性来研究模型(10)在 *
3x x= 的稳定性[7]。为了讨论模型(11)

在 0y = 的稳定性，我们可以将式(11)在 0y = 线性化，于是有： 

( ) ( ) ( ) ( )* *
3 31 ,y t x x y t y tδ τ α τ= − − − = − −                         (12) 

其中 ( )* *
3 31 0x xα δ= − > 。由时滞微分方程的理论可知，式(12)的特征方程为： 

e 0.λτλ α −+ =                                     (13) 

如果式(13)的所有解的实部都是负的(这意味着Re 0, 1,2,j jλ < ∀ =  )，那么式(10)对应于式(11)的均衡

点 0y = 的内部平衡点 *
3x 是稳定的。相反，如果在式(13)中存在Re 0λ > 的解，则 *

3x 是不稳定的[8]。 
关于方程(12)在 0y = 渐进稳定的充分必要条件我们有： 

0 .
2

τ
α
π

< <                                      (14) 

证明：根据上面的结论，我们只需证明式(14)⇔ 式(13)的所有根 λ 满足Re 0λ < 即可。 
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充分性当 0τ = 时，方程(13)化为 0λ α+ = ，即 λ α= − 根的分布见图 1(a)。由于Re 0λ α= − < ，所以

方程(12)在 0y = 是渐进稳定的。当τ 从大于 0 的方向微小地增加时，同样方程(13)的所有特征根显然满

足Re 0λ < ，即方程(12)在 0y = 仍是渐进稳定的。 
设当τ 进一步增加时，方程(12)在 0y = 不再渐进稳定，这时，对于使得方程(12)在 0y = 不再渐进稳

定的最小的 * 0τ τ= > ，方程(13)的根 λ 必将横截穿过虚轴，如图 1(b)。这里需要注意到，由于 0α ≠ ，方

程(13)不存在零根 0λ = 。 
 

 
Figure 1. Distribution of roots of e 0λτλ α −+ =  on the complex planet 
图 1. 复平面上 e 0λτλ α −+ = 的根的分布 

 
于是当 *τ τ= 时，必存在 0ω > 使得下列条件至少其中一个成立： 
1) 

*
e 0ii ωτω α −+ = ； 

2) 
*

e 0ii ωτω α− + = 。 
由于这两个方程是等价的，由此可见，两个条件同时成立。 

现考虑情形(1)，由于 

( ) ( )( )* * *e cos sin ,ii iωτω α α ωτ ω α ωτ−+ = + −                        (15) 

且 0α > ，则式(15)等价于 

( )*cos 0,ωτ =                                     (16) 

且 

( )*sin 0.ωωτ
α

= >                                   (17) 

由于 * 0ωτ > ，于是由(16)，(17)可得： 

* 2 , 0,1, 2, ,
2

n nωτ π
= + π =                                (18) 

且 

1.ω
α
=                                        (19) 

于是由(18)，(19)可得： 
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* 1 2 , 0,1, 2, .
2

n nτ
α

π = + π = 
 

                              (20) 

设τ τ ∗= 时，式(13)的根在 iλ ω= 处首次横穿过虚轴，在式(20)中，当 0n = 时，对应的
2

τ τ
α

∗ π
= = ，

当 0n > 时，有下列的式子成立： 

*0 .
2

τ τ
α
π

< < =  

即若式(14)成立，式(13)的根不可能横穿过虚轴。因此，此时式(13)所有的根都满足 Re 0λ < ，方程(12)
在 0y = 是渐进稳定的。 

必要性事实上，我们只需证明
2

τ
α
π

≥ ⇒方程(12)在 0y = 不是渐进稳定的即可。 

由充分性的证明和式(20)可知： 

0
2

τ ω
α
π

= ⇒ ∃ > 使得 e 0ii ωτω α −+ = 或者 e 0ii ωτω α− + = 。 

由式(18)可知，ω 具有形式 ( )2 0,1,2,
2

n nωτ π
= + π =  ，且 iλ ω= ± 时，Re 0λ = 。 

以下讨论当τ 由
2α
π

开始微小地增加时，式(13)的根 iλ ω= ± 在复平面上的变化。为此，讨论 

dRe
d iλ ω

λ
τ =±

 

的符号。方程(13)的等式两边关于τ 求微分可得： 

d de e 0.
d d

λτ λτλ λατ αλ
τ τ

− −− − =  

由于 e λτα λ−− = ，因此上式可改写为： 

2d d 0.
d d
λ λλτ λ
τ τ
+ + =  

进而 
2d .

d 1
λ λ
τ λτ
= −

+
 

于是 
2 2

2 2

dRe Re 0.
d 1 1i iλ ω

λ ω ω
τ ωτ ω τ=±

= = >
± +

 

这表明当τ 由
2α
π

开始微小地增加时，虚轴上的根将进入右半平面，这时候方程(12)在 0y = 不是渐

进稳定的。 
进一步，设τ 继续增大，当增大到τ τ= 时，根 λ 又回到虚轴上。现设对应的重虚根为 ( )0iλ ω ω= ≠  ，

同上述推导类似，我们有： 
2

2 2

dRe 0.
d 1iλ ω

λ ω
τ ω τ=

= >
+





 

 

这表明当τ 的值由τ继续微小地增加时，虚轴上的根 ( )0iλ ω ω= ≠  一样地会进入右半平面，所以有： 
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2
τ

α
π

≥ ⇒方程(13)的根存在 λ 满足Re 0λ ≥ 。 

这时候方程(12)在 0y = 不是渐进稳定的。证毕。 

3.3. 数值仿真 

为了研究分析时滞对博弈参与者决策的影响，以下将通过 MATLAB 进行数值模拟，取 r = 3，n = 6，
m = 7，s = 5，时间长度为 10，初始状态为 ( )0 0.1x = 。分别取时滞 τ = 0.1，τ = 0.3。在 MATLAB 中分别

调用函数 ode45 和 dde23，得到不同情况下 x 的演化过程如图 2 所示。 
 

   
(a) 正常情况                                            (b) 时滞 τ = 0.1 时 

 
(c) 时滞 τ = 0.3 时 

Figure 2. The evolution of x in different situations 
图 2. 不同情况下 x 的演化过程 

 
通过图 2，我们可以知道，在博弈过程中，无论博弈参与者是否存在时滞行为，并不影响决策最终

的稳定状态，即经过足够的时间，博弈参与者不断地进行策略调整，最后 x 都渐进稳定于 *
3x ，这与前面

的分析完全吻合。然而，仔细观察图 2 的(a) (b)可知，存在时滞作用的情况下演化图像的点较为稀疏，说
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明时滞作用导致博弈参与者在博弈过程中学习调整策略的次数减少。这充分说明了博弈过程中参与者因

考虑对方先前的决策情况从而进行决策时会慎重考虑。仔细观察图 2(b)，图 2(c)可知，当博弈参与者均

处于时滞作用时，时滞时间越长，则 x 会越快演化到稳定状态。这充分说明了由于博弈参与者决策时考

虑稳重，从而到达稳定策略的耗时会缩短。即谨慎行事或者计划行事在很大程度上可以避免或减少因决

策失误带来的损失。 

4. 结语 

本文通过建立 2 × 2 的对称博弈模型并引入时滞仿真分析了参与人策略选择的演化过程，研究结果表

明，时滞对博弈的稳定状态不会产生影响，它影响的仅仅是达到稳定状态的速率，这说明参与人在做决

策时如果考虑对方先前的决策情况会大大提高决策的有效率。因此，我们可以将此结论推广到生物学、

经济学、金融学和证券学等学科，只有在博弈过程中慎重决策，做到有计划地合理安排，才能在很大程

度上减少因决策失误带来的损失，更快地实现各行各业均衡有效发展。 
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