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摘  要 

模糊集理论是一门为了描述现实世界中大量存在的模糊现象的数学理论。球型模糊集因在传统模糊集的

基础上综合考虑了元素属于概念集合的隶属度、中立度和非隶属度而备受关注。本文更进一步考虑更加

具有现实意义的语义环境，提出语义球型模糊集并讨论了其相关重要性质。 
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Abstract 
Fuzzy set theory is a mathematical theory to describe the large number of fuzzy phenomena which 
appears in the real world. Spherical fuzzy sets have attracted much attention because they com-
prehensively considering the membership degree, neutral degree and non-membership degree of 
elements on the basis of traditional fuzzy sets. This paper further considers a more realistic se-
mantic environment and proposes the linguistic spherical fuzzy sets. Also, some related important 
properties of the linguistic spherical fuzzy sets are discussed. 
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1. 引言 

在现实生活中，由于信息的缺失或者人类思维的局限性等因素，人们往往遇到的大多数是模糊的概

念。例如天气冷热、个子高低、雨的大小以及人的胖瘦等模糊概念。为了描述这种现实世界中大量存在

的模糊现象，美国学者 Zadeh 教授于 1965 年提出了模糊集理论[1]。根据模糊集理论，论域中的所有元素

不一定非得完全属于或者完全不属于某个集合，而是可以在一定程度上属于某个集合。然而在面对更加

复杂的模糊环境时，经典模糊集理论显得有些无能为力。基于此，土耳其学者 Kutlu Gündoğdu 和 Kahraman
通过引入隶属度、中立度、非隶属度和弃权度这四个参量从而提出了球型模糊集理论[2]。球型模糊集理

论能够很好地处理球型模糊环境下的信息，然而在实际情况下，人们往往难以或不能给出隶属度、中立

度、非隶属度和弃权度的相关具体数值。通常，人们只能用一些具体的语义词来描述这四个参量，如“很

高”、“很低”、“有点高”或“一般”等等。因此，为了使球型模糊集能够处理语义模糊信息，我们

借助语义术语集理论[3]将球型模糊集拓展为语义球型模糊集。 

2. 预备知识 

本节主要介绍球型模糊集和语义术语集的相关概念与性质，为语义球型模糊集的提出做铺垫。 

2.1. 球型模糊集 

定义 2.1 [2]假设 U 是一个有限非空论域，A 是定义在 U 上的一个球型模糊集，则球型模糊集 A 可以

表示为如下的形式： 

( ) ( ) ( )( ){ }, , ,A A AA x s x i x d x x U= ∈                            (2.1) 

其中，映射 [ ]0 1: ,As U → ，映射 [ ]0 1: ,Ai U → 和映射 [ ]0 1: ,Ad U → 分别称为球型模糊集 A 的隶属函数、

中立函数和非隶属函数， ( )As x 、 ( )Ai x 和 ( )Ad x 分别称为 x 对 A 的隶属度、中立度和非隶属度。且对于

任意的 x 属于 U，满足 

( ) ( ) ( )2 2 20 1A A As x i x d x≤ + + ≤                                  (2.2) 

则 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 21A A A Ar x s x i x d x= − + + 称为 x 对 A 的弃权度。此外，为了便于表述与计算，我们将论域 U
上的所有球型模糊集所构成的集合记做 ( )SF U 并且称三元组 ( ), ,A A A AT s i d= 为球型模糊集 A 的一个球型

模糊元。 

2.2. 语义术语集 

定义 2.2 [4]假设 [ ]{ }0| , 0,m m qS s s s s m q= ≤ ≤ ∈ 是一个由无限个全序语义术语组成的集合，则集合 S
满足以下两个条件时称集合 S 为一个连续语义术语集： 
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(1) 有序性：若 m n≥ ，则有 m ns s≥ 成立； 
(2) 存在负元： ( )m q mneg s s −= 。 
其中， 0s 是该语义术语集的下界， qs 是该语义术语集的上界。 

3. 语义球型模糊集 

本节分别主要介绍语义球型模糊集和语义球型模糊元的定义和相关性质。 
定义 3.1 假设 U 是一个有限非空论域， [ ]{ }0| , 0,m m qS s s s s m q= ≤ ≤ ∈ 是一个连续语义术语集，A 是

定义在 U 上的一个语义球型模糊集，则语义球型模糊集 A 可以表示为如下的形式： 

( ) ( ) ( )( ){ }, , ,a b cA x s x s x s x x U= ∈                             (3.1) 

其中，映射 [ ]0,:a qs U S→ ，映射 [ ]0,:b qs U S→ 和映射 [ ]0,:c qs U S→ 分别称为语义球型模糊集 A 的语义隶属

函数、语义中立函数和语义非隶属函数， ( )as x 、 ( )bs x 和 ( )cs x 分别称为 x 对 A 的语义隶属度、语义中

立度和语义非隶属度。且对于任意的 x 属于 U，满足 2 2 2 20 a b c q≤ + + ≤ ，则 ( ) ( )2 2 2 2d q a b c
s x s

− + +
= 称为 x

对 A 的语义弃权度。此外，为了便于表述与计算，我们将论域 U 上的所有语义球型模糊集所构成的集合

记做 ( )LSF U ，且称三元组 ( ), ,A a b cT s s s= 为语义球型模糊集 A 的一个语义球型模糊元。 

基于定义 3.1，我们将首先定义语义球型模糊集的基本运算，然后给出语义球型模糊集的一些重要性

质以及相关证明。 
定义 3.2 假设 ( ) ( ) ( )( ){ }1 1 1

, , ,a b cM x s x s x s x x U= ∈ 和 ( ) ( ) ( )( ){ }2 2 2
, , ,a b cN x s x s x s x x U= ∈ 是定义

在论域 U 上的任意两个语义球型模糊集，则有如下定义： 
(1) 若对于任意 x 属于 U，都有 ( ) ( )

1 2a as x s x≤ 、 ( ) ( )
1 2b bs x s x≤ 和 ( ) ( )

1 2c cs x s x≥ 成立，则 M N⊆ ； 
(2) 若对于任意 x 属于 U， M N⊆ 和 N M⊆ 同时成立，则 M N= ； 

(3) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ }1 2 1 2 1 2
, , , , , ,a a b b c cM N x s x s x s x s x s x s x x U= ∨ ∧ ∧ ∈ ； 

(4) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ }1 2 1 2 1 2
, , , , , ,a a b b c cM N x s x s x s x s x s x s x x U= ∧ ∧ ∨ ∈ ； 

(5) ( ) ( ) ( )( ){ }1 1 1
, , ,c

c b aM x s x s x s x x U= ∈ ， cM 称为语义球型模糊集 M 的补集。 

语义球型模糊集的交、并、补运算满足下列定理给出的基本运算法则。 

定理 3.1 假设 ( ) ( ) ( )( ){ }1 1 1
, , ,a b cM x s x s x s x x U= ∈ 、 ( ) ( ) ( )( ){ }2 2 2

, , ,a b cN x s x s x s x x U= ∈ 和 

( ) ( ) ( )( ){ }3 3 3
, , ,a b cK x s x s x s x x U= ∈ 是定义在论域 U 上的任意三个语义球型模糊集，则如下结论成

立： 
(1) 传递性：若 M N⊆ 且 N K⊆ ，则 M K⊆ ； 
(2) 交换律： M N N M=  且 M N N M=  ； 
(3) 结合律： ( ) ( )M N K M N K=    且 ( ) ( )M N K M N K=    ； 
(4) 分配律： ( ) ( ) ( )M N K M N M K=     且 ( ) ( ) ( )M N K M N M K=     ； 
(5) 德摩根率： ( )c c cM N M N=  且 ( )c c cM N M N=  ； 
(6) 等幂率： M M M= 且 M M M= ； 
(7) 吸收率： ( )M N M M=  且 ( )M N M M=  。 
证明 

(1) 传递性：根据定义 3.2，由 M N⊆ 可得对于任意 x 属于 U，都有 ( ) ( )
1 2a as x s x≤ 、 ( ) ( )

1 2b bs x s x≤ 和
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( ) ( )
1 2c cs x s x≥ 成立。而由 N K⊆ 可得对于任意 x 属于 U，都有 ( ) ( )

2 3a as x s x≤ 、 ( ) ( )
2 3b bs x s x≤ 和

( ) ( )
2 3c cs x s x≥ 成立。则可得对于任意 x 属于 U，都有 ( ) ( )

1 3a as x s x≤ 、 ( ) ( )
1 3b bs x s x≤ 和 ( ) ( )

1 3c cs x s x≥

成立，即 M K⊆ 成立。 
(2) 交换律：根据定义 3.2 可得： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ }1 2 1 2 1 2
, , , , , ,a a b b c cM N x s x s x s x s x s x s x x U= ∨ ∧ ∧ ∈  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ }2 1 2 1 2 1
, , , , , ,a a b b c cN M x s x s x s x s x s x s x x U= ∨ ∧ ∧ ∈  

显然， M N N M=  成立。同理可得 M N N M=  成立。 
(3) 结合律：根据定义 3.2 可得： 

( )

( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ }

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )({
( ) ( ) ( )( )) }

1 1 1

2 3 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

, , ,

, , , , , ,

, , , , , , ,

, ,

a b c

a a b b c c

a a a b b b

c c c

M N K

x s x s x s x x U

x s x s x s x s x s x s x x U

x s x s x s x s x s x s x

s x s x s x x U

= ∈

∨ ∧ ∧ ∈

= ∨ ∧

∧ ∈

 

  

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ){ }
( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )({

( ) ( ) ( )( )) }

1 2 1 2 1 2

3 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

, , , , , ,

, , ,

, , , , , , ,

, ,

a a b b c c

a b c

a a a b b b

c c c

M N K

x s x s x s x s x s x s x x U

x s x s x s x x U

x s x s x s x s x s x s x

s x s x s x x U

= ∨ ∧ ∧ ∈

∈

= ∨ ∧

∧ ∈

 

  

显然， ( ) ( )M N K M N K=    成立。同理可得 ( ) ( )M N K M N K=    成立。 
同理，根据定义 3.2 易证(4)、(5)、(6)、(7)。 
接下来，我们将首先定义语义球型模糊元的基本运算，然后给出语义球型模糊元的一些重要性质以

及相关证明。 
定义 3.3 假设 ( )1 1 11 , ,a b cT s s s= 、 ( )2 2 22 , ,a b cT s s s= 是任意两个语义球型模糊元， λ 是任意正实数，则

任意两个语义球型模糊元 1T 、 2T 之间的基本运算规则定义如下： 

(1) 2 2 2 2 2 1 2 1 21 2 1 2
1 2 , ,b b q c c qa a a a q

T T s s s
+ −

⊕  =  
 

； 

(2) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 , ,a a q b b b b q c c c c q

T T s s s
+ − + −

 ⊗ =  
 

； 

(3) 
( ) ( ) ( )2 2 2 2 1 11

1
1

, ,
q b qq q c qq a q

T s s sλ λλλ
− −

 
 =
 
 

； 

(4) 
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 21 1 1

1
1 1

, ,
q a q q b q qq q c q

T s s sλ λ λ
λ

− − − −

 
 =
 
 

。 
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基于上述定义的语义球型模糊元的相关运算，我们可以得到如下的重要性质。 
定理 3.2 假设 ( ), ,a b cT s s s= 、 ( )1 1 11 , ,a b cT s s s= 和 ( )2 2 22 , ,a b cT s s s= 是任意三个语义球型模糊元，λ 、 1λ

和 2λ 是任意三个正实数，则如下的性质成立： 
(1) 1 2 2 1T T T T=⊕ ⊕ ； 
(2) 1 2 2 1T T T T⊗ = ⊗ ； 
(3) ( ) ( )1 2 1 2T T T T T T=⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ； 
(4) ( ) ( )1 2 1 2T T T T T T⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ； 
(5) ( )1 2 1 2T T T Tλ λ λ⊕=⊕ ； 
(6) ( )1 2 1 2T T Tλ λ λ λ⊕+ = ； 
(7) ( )1 2 1 2T T T Tλ λ λ⊗ = ⊗ ； 
(8) ( )1 21 2T T T λ λλ λ +⊗ = 。 
我们仅给出性质(1)、(3)、(5)、(7)的证明，性质(2)、(4)、(6)、(8)的证明同理可得。 
证明 

(1) 由定义 3.2 可得： 

2 2 2 2 2 1 2 1 21 2 1 2
1 2 , ,b b q c c qa a a a q

T T s s s
+ −

⊕  =  
 

 

2 2 2 2 2 1 2 1 21 2 1 2
2 1 , ,b b q c c qa a a a q

T T s s s
+ −

⊕  =  
 

 

可以看出， 1 2 2 1T T T T=⊕ ⊕ 成立。 
(3) 由定义 3.2 可得： 

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 1 2 1 21 2 1 2

2 22 1 2 1 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22

1 2 , , , ,

, ,

b b q c c q a b ca a a a q

bb b q cc c qaa a a a a q a a a a q
q

T T T s s s s s s

s s s

+ −

+ + − − + −

 =  
 

 
 =  
 
 

⊕ ⊕ ⊕

 

( ) ( )

( )

2 2 2 2 21 1 1 2 22 2

2 22 1 2 1 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22

1 2 , , , ,

, ,

a b c b b q c c qa a a a q

bb b q cc c qaa a a a a q a a a a q
q

T T T s s s s s s

s s s

+ −

+ + − − + −

 =  
 

 
 =  
 
 

⊕ ⊕ ⊕

 

可以看出， ( ) ( )1 2 1 2T T T T T T=⊕ ⊕ ⊕ ⊕ 成立。 
(5) 由定义 3.2 可得： 

( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 1 2 1 21 2 1 2

2 2 2 2 2 1 2 1 22 2 1 2 1 2
2

1 2

1

, ,

, ,

b b q c c qa a a a q

q b b q q c c qa a a a q
q q

q

T T s s s

s s sλ λλ

λ λ
+ −

 + − − −
 
 

 =  
 

 


⊕


=  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 21 2

2 2 2 2 2 1 2 1 22 2 1 2 1 2
2

1 2
1 1

1

, , , ,

, ,

q b q q c q q b q q c qq q a q q q a q

q b b q q c c qa a a a q
q q

q

T T s s s s s s

s s s

λ λ λ λλ λ

λ λλ

λ λ
− − − −

 + − − −
 
 

   
   =
   
   
 
 

=  
  
 

⊕ ⊕

 

可以看出， ( )1 2 1 2T T T Tλ λ λ⊕=⊕ 成立。 
(7) 由定义 3.2 可得： 

( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2
2 2

1 2

1 1

, ,

, ,

a a q b b b b q c c c c q

q a a q b b b b q c c c c q
q q q q

q q

T T s s s

s s sλ λ λ

λ
λ

+ − + −

   + − + −   − − − −
   
   

 =  
 

 
 

=  
  
 

⊕

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2
2 2

1 2
1 1

1 1

1 1

, ,

, ,

, ,

q a q q q b q q q c q

q a q q q b q q q c q

q a a q b b b b q c c c c q
q q q q

q q

T T s s s

s s s

s s s

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ

− − − −

− − − −

   + − + −   − − − −
   
   

 
 ⊗ =
 
 
 
 ⊗
 
 

 
 

=  
  
 

 

可以看出， ( )1 2 1 2T T T Tλ λ λ⊗ = ⊗ 成立。 
最后，我们将介绍基于得分函数和精度函数的语义球型模糊元的比较方法。 
定义 3.4 假设 ( ), ,a b cT s s s= 是一个语义球型模糊元，则 T 的得分函数 ( )S T 定义如下： 

( ) 2 2 2 2q a c
S T s

+ −
=                                      (3.2) 

定义 3.5 假设 ( ), ,a b cT s s s= 是一个语义球型模糊元，则 T 的精度函数 ( )A T 定义如下： 

( ) 2 2 2a b c
A T s

+ +
=                                       (3.3) 

基于定义 3.4 和定义 3.5 中给出的语义球型模糊元的得分函数和精度函数，我们给出比较任意两个语

义球型模糊元的一般性方法如下： 
定理 3.3 假设 ( )1 1 11 , ,a b cT s s s= 和 ( )2 2 22 , ,a b cT s s s= 是任意两个语义球型模糊元。则： 
(1) 若 ( ) ( )1 2S T S T> ，则 1 2T T> ； 
(2) 若 ( ) ( )1 2S T S T< ，则 1 2T T< ； 
(3) 若 ( ) ( )1 2S T S T= 且 ( ) ( )1 2A T A T> ，则 1 2T T> ； 
(4) 若 ( ) ( )1 2S T S T= 且 ( ) ( )1 2A T A T< ，则 1 2T T< ； 
(5) 若 ( ) ( )1 2S T S T= 且 ( ) ( )1 2A T A T= ，则 1 2T T= 。 

4. 结语 

传统球型模糊集虽然能够很好地处理定量环境下的模糊信息，但在面对更加具有现实意义的定性环
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境时显得有些捉襟见肘。语义术语集理论是一门能够协助处理用自然语言表达的信息的强有力的数学工

具。因此，结合语义术语集理论将传统球型模糊集从定量环境拓展到定性环境是很有理论价值和现实依

据的。鉴于此，我们提出了能够处理语义模糊信息的语义球型模糊集理论。具体来说，我们首先给出了

语义球型模糊集的定义；接下来我们分别给出了语义球型模糊集的基本运算法则、一些重要性质及其相

关证明；紧接着，我们又给出了语义球型模糊元的基本运算法则、一些重要性质及其相关证明；最后我

们介绍了基于得分函数和精度函数的语义球型模糊元的比较方法。 
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