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摘  要 

为了实现稳健的低秩–稀疏矩阵分解，本文考虑非凸非光滑优化模型，其中矩阵的秩函数采用奇异值的
Capped-l1松弛，矩阵的l0范数采用矩阵的l1范数松弛。首先，给出了适用于矩阵问题的Capped-l1阈值算

子。其次，提出了交替方向乘子法求解我们的非凸非光滑矩阵优化模型，并分析了算法的收敛性。最后，

通过大量数值实验表明：在有噪声和无噪声的情况下，所提出的算法都能有效、稳健地分解出低秩–稀

疏矩阵。并将提出的算法应用于监控视频的前景和背景分离问题，发现所提出的算法对于该问题有良好

的性能，这说明该算法能够解决相关实际问题。 
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Abstract 
In order to achieve robust low-rank sparse matrix decomposition, this paper considers a noncon-
vex and nonsmooth optimization model, in which the ranking function of the matrix is relaxed by 
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Capped-l1 regularization of the singular values, and l0 norm of the matrix is relaxed with the l1 
norm of the matrix. First, we provide the closed-form thresholding operator for the matrix-
Capped-l1 function. Secondly, the alternating direction method of multipliers is proposed to solve 
our nonconvex and nonsmooth optimization model, and the convergence analysis is provided. Fi-
nally, a large number of numerical experiments show that the proposed algorithm can effectively 
and robustly decompose the low-rank and sparse matrices in the case of noise and noise. The 
proposed algorithm is applied to the background separation problem of surveillance video, and it 
is indicated that the proposed algorithm has good performance for this problem, which shows that 
the algorithm can solve the relevant practical problems. 
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1. 引言 

在大数据时代，随着计算机和信息技术的普及与应用，各种各样的数据信息呈爆炸性增长，时刻都

会产生大量的、多样化的、结构复杂的、冗余的、高维的海量数据。研究表明无法通过常规手段直接处

理使用这类信息，那么如何从这些高维且冗余的数据中提取有价值的信息便成为大数据科学问题的关键

课题之一。大量已有的研究工作表明稀疏性则是研究这一课题的重要手段。 
在不同实际应用领域中出现的复杂系统和复杂模型的矩阵，其通常可以具有由低秩分量和稀疏分量

组成的特征，而这种复杂系统的可分性为理解复杂系统的行为和性质提供了可能。实现这种矩阵表示的

可分性可以描述为如下的矩阵低秩稀疏分解(Low Rank and Sparse Decomposition, LRSD) [1] [2] [3]： 

( )
, R

0
in , .m .

m nL S

rank L s t D L SSλ
×∈

+ = +
� ,                     (1) 

其中参数 λ > 0，rank(·)是矩阵的秩函数，
0l

⋅ 是矩阵的 l0 范数，表示矩阵中所有元素的非零个数和，其本

质上是为了寻找数据最具价值的低维结构及最佳投影，通过去除数据中的冗余信息，从而找到数据中有

价值的信息。 
因为 LRSD 方法克服了主成分分析(Principal Component Analysis, PCA) [4] [5]方法对非高斯样本或异

常值的敏感性在实践中往往使其不够稳健的缺陷，因此该方法又被称为稳定主成分分析法(Robust Prin-
cipal Component Analysis, RPCA)。LRSD 问题的基本出发点在于很多的实际数据矩阵 D 往往是具有先验

信息——近似低秩特性和稀疏特性的。问题(1)中的参数 λ则用于平衡矩阵 L 的低秩程度和矩阵 S 的稀疏

程度，和向量 l0 极小化问题一样，问题(1)显然是一个 NP-hard 的问题，求解的复杂度极高，甚至在实际

的应用中可能会出现难以求解的情况，不利于该模型在实际问题中的应用。 
为了高效求解 LRSD 问题，Candès 和 Li [6]等提出在一定条件下，最小化 l1 范数求得的解等价于最

小化 l0 范数求得的解，而秩函数则可以通过核范数进行近似表达，该方法即是被称为著名的主成分追踪

法(Principal Component Pursuit, PCP)，它的思想是将 LRSD 的非凸问题进行凸松弛，转化为凸优化问题进

行求解。 
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在求解模型(1)时，PCP 方法的出发点在于矩阵的秩等于非零奇异值的个数以及 l1 范数是 l0 范数的最

紧凸松弛，进而将非凸问题(1)进行松弛得到如下最紧凸松弛问题进行求解： 

1
,

*
, .min .

m nL S
l

LL S s t D Sλ
×∈

+ = +
�

                     (2) 

其中
*
⋅ 表示矩阵奇异值之和，称为矩阵的核范数，

1l
⋅ 表示矩阵所有元素绝对值之和。实际应用中该模

型的平衡参数 λ 通常设置为 { }1 max ,m n ，m 和 n 分别表示的是矩阵 D 的行数和列数。 
在求解模型(1)时，使用的 PCP 方法[6]会出现对低秩部分和稀疏部分刻画不准确的问题。因此，很多

研究者一直在寻求秩函数和稀疏度函数的更加精确的表达方法。在许多经典的 LRSD 方法中主要是利用

核范数对秩函数进行凸近似。虽然核范数已经在低秩矩阵的近似表达中被广泛使用，但是核范数表示的

是非零奇异值的和，并不是秩函数的最佳刻画。为了解决该问题，文献[7]中提出了截断核范数(Truncated 
Nuclear Norm, TNN)，实验结果表明该方法在一定程度上能更准确地诱导低秩部分，后续中许多研究基于

TNN 的方法被广泛应用到低秩稀疏分解中[8] [9] [10]。 
在求解优化问题(2)时，文献[11]基于目标函数的一阶信息提出了迭代阈值算法(Iterative Thresholding, 

IT)，虽然算法的迭代方式简单也收敛，但其每次迭代都要进行一次奇异值分解且收敛速度很慢，也难以

选取合适的步长，无法快速求解大型实际问题。此后，文献[12]提出了求解问题(2)的加速临近梯度算法

(Accelerated Proximal Gradient, APG)和求解相应对偶问题的梯度上升算法，并通过实验说明这两种算法在

处理 1000 × 1000 维的矩阵时相较于迭代阈值算法加速了 50 倍。进一步文献[13]提出了增广拉格朗日乘

子法(Augmented Lagrange Multiplier, ALM)，其中 ALM 算法相比 IT 算法和 APG 算法具有更快的计算速

度且所需存储空间更小等优点，在显著提高计算精度的同时其计算速度快于 APG 算法。然而当目标函数

含有两个及以上的变量时，由于 ALM 将乘子函数中的所有变量同时最小化，使该算法具有较高的计算

复杂度，给求解带来了困难。因此，交替方向乘子法(Alternating Direction Method of Multipliers, ADMM)
算法[14] [15] [16]应运而生，ADMM 算法采用分而治之的思想将不易求解的问题转化为容易求解的子问

题进行求解，使其同时兼具了乘子法和交替最小化算法的优点。此外，该算法的复杂度较低，有利于求

解，并且该算法具有更高的计算速度，因此受到研究者的广泛关注。 
另一方面向量 l1/2 正则化理论表明：相较于常用的 l1 范数，l1/2 范数可进一步诱导向量的稀疏性，在

稀疏信号重建中对噪声具有更强的稳健性。为得到矩阵 D 更为精确的稀疏低秩表示，有学者将向量的 l1/2

范数推广到矩阵，分别用 S1/2 范数[17] [18] (矩阵奇异值构成向量的 l1/2 范数)和 l1/2 范数来刻画矩阵的秩与

稀疏度。与此同时，近年来越来越受到重视的折叠凹正则理论[19] [20]表明，相比于凸正则，某些特殊的

非凸正则在诱导低秩性和稀疏性方面具有更大的优势。受 l1/2 正则化理论的良好表现及拓展，本文将

Capped-l1 正则理论应用于矩阵问题中。事实上，我们的数值实验表明了相较于 RPCA 方法中的核范数正

则，Capped-l1 正则可进一步诱导低秩矩阵的低秩性，即拟解决的具体优化模型如下： 

( )
1

, R

, . .min
m nL S

l
LS s t D SL λ

∈ ×
+Φ = +                         (3) 

其中， ( )
min{ , }

1

( )min 1,
m n

i

i

LL σ
γ=

 
Φ =  

 
∑ ，γ 是给定的参数， ( )i Lσ 表示对低秩矩阵 L 进行奇异值分解(Singular 

Value Decomposition，SVD)后每一个奇异值所对应的项。 
考虑到 Capped-l1 模型的目标函数与约束条件关于低秩矩阵与稀疏矩阵是可分的，本文基于文献[14]

中的交替方向乘子法(Alternating Direction Method of Multipliers, ADMM)算法思想提出交替迭代阈值算

法。该算法利用增广 Lagrange 乘子技术，在迭代过程中采用交替投影的思想逐个更新低秩矩阵、稀疏矩

阵和 Lagrange 乘子。低秩矩阵与稀疏矩阵的更新需要求解两个线性非凸优化子问题，之后通过将作用于
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向量的 Capped-l1 算子推广到矩阵情形，给出其子问题最优解的显式形式，避免每次迭代都要对矩阵进行

奇异值分解的弊端，这从很大程度上保证了所设计算法的高精度与低时间代价特性。 
与 ALM 算法相比，大量的模拟实验说明本文所提出的交替阈值迭代算法具有以下优点：达到收敛

所需迭代次数与时间代价大幅降低、分解出的低秩矩阵的秩更接近于真实值并且同时算法的可靠性对矩

阵 L 的低秩程度依赖更少。另外，在监控视频背景建模这一实际应用中，交替阈值迭代算法能得到更为

稀疏的背景矩阵，具有更为稳健的恢复性能且时间代价相较于 ALM 算法降幅高达一个数量级，这对实

际中海量视频数据的快速处理具有重要意义。 

2. 交替方向乘子法 

在本节中，我们提出交替方向乘子法来解决问题(3)，并给出该算法的收敛性分析。 

2.1. 交替方向乘子法的迭代框架 

本为了给出交替方向乘子法的迭代框架，我们首先给出问题(3)的增广拉格朗日函数： 

( ) ( )
1

2, , ,
2 F

L S Y L S Y D L S D L Sµ
µλ= Φ + + − − + − −

�
 , 

其中 m nY R ×∈ 是 Lagrange 乘子， 0µ > 表示违反线性约束的惩罚参数。 
给定 ( ), ,k k kL S Y ，那么用于解问题(3)的交替方向乘子法可以表示为求解如下三个子问题： 

( )
( )

( )

1

1 1

1 1 1

arg min , ,

arg min , ,

.

k k kS

k k kL

k k k k

S L S Y

L L S Y

Y Y D L S

µ

µ

µ

+

+ +

+ + +

 =
 =


= + − −



                                (4) 

很容易可以看出(4)式中的第一个子问题可以表示为如下形式： 

1

1

1

2
1

2

2

arg min ,
2

1arg min
2

ˆarg min ,
2

k k k k FS

k kS
F

S F

S S Y D L S D L S

S S D L Y

S S Y

µλ

µλ
µ

µλ

+ = + − − + − −

=
 
 


+ − − +

= + −



�

�

�

                    (5) 

其中
1ˆ

k kY D L Y
µ

= − + 。显然(4)式问题有如下的闭式解 

( )1
ˆ ˆsign max ,0 .k ij ijij

S Y Y λ
µ+

 
= ⋅ −    

 
                           (6) 

根据求解(4)中第一个子问题的思想，(4)式中的第二个子问题可以等价的写为 

( )

( )

( )

2
1 1 1

2

1

2

arg min ,
2

1arg min
2

arg min ,
2

k k k k FL

k kL
F

FL

L L Y D L S D L S

L L D S Y

L L Y

µ

µ
µ

µ

+ + +

+

= Φ + − − + − −

 
= Φ + − − + 

 

= Φ + −

                 (7) 

其中 1
1

k kY D S Y
µ+= − + ，那么可得到问题(7)的解 
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( ) ( )
1 11 :k Capped CappedL Y UT V+ = = Σ� �  ,                          (8) 

这里U V YΣ = 是Y 的奇异值分解， ( )
1CappedT Σ� 是矩阵Σ的阈值算子，即 

( )
1

1 1max ,0 , ,
2

1, .
2

ii ii

Capped ii

ii ii

T
γ

γµ γµ

γ
γµ

  
Σ − Σ ≤ + 

  Σ = 
Σ Σ > +

�                     (9) 

上述交替方向乘子法的关键是在每次迭代中交替更新低秩矩阵、稀疏矩阵和 Lagrange 乘子，直到满

足算法的收敛条件。因此，算法整体的计算精度与时间代价在很大程度上取决于式(4)中两个子问题的求

解。(6)与(8)给出了(4)中两个子问题的的显式解，因此我们提出了如下交替方向乘子法解问题(3)： 
 

算法 2.1 交替方向乘子法(ADMM) 

初始步：初始化{ }0 0 0 0, , ,Y L S µ  

步 1：计算： 

( )

1

2

1

2

1 1

1 1 1

1arg min
2

1arg min ( )
2

k
k k kS

k F

k
k k kL

k F

k k k k k

S S D L Y S

L L D S Y L

Y Y D L S

µ λ
µ

µ
µ

µ

+

+ +

+ + +

 
= − − + +  

 

 
= − − + + Φ  

 

= + − −

�

                     (10) 

步 2：设置 1k kµ ρµ+ = 。 

步 3：判断
1 1k k F

F

D L S
xtol

D
+ +− −

< 是否成立，是则终止迭代；否则令 1k k= + ，转步 1。 

输出 ,k kL S  

2.2. 收敛性分析 

本小结给出算法的收敛性分析，针对算法(2.1)有如下结论： 
定理 2.1 令 ( ){ }, ,k k kL S Y 是由 ADMM 算法生成的迭代序列，则以下结论成立： 
i) 序列 ( ){ }, ,k k kL S Y 是有界的； 
ii) 1 1lim 0,  lim 0k k k kF Fk k

S S L L+ +→∞ →∞
− = − = ； 

iii) 1 1lim 0k k Fk
D S L+ +→∞
− − = ，且 ( ){ }, ,k k kL S Y 的聚点是问题的可行解。 

证明. i) 令 k k kU VΛ 为矩阵 1
1:k k k

k

Y D S Y
µ+= − + 在 1k + 次迭代中的奇异值分解，根据 1kL + 在(8)中的定

义，有 

( )
11 .k k Capped k kL U T V+ = Λ�

                                 (11) 
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再由(10)中的第三个等式和(11)，可得 

( )

( )
( )

1

1

1 1 1

1 1
1

,

k k k k kF F

k k k k
k F

k k k k k Capped k k F

k k Capped k F

Y Y D L S

Y D L S

U V U T V

T

m

µ

µ
µ

µ

µ

γ

+ + +

+ +

= + − −

= + − −

= Λ − Λ

= Λ − Λ

≤ < ∞

�

�

   

这里 ( )
1CappedT ⋅� 定义如(9)式所示，因此{ }kY 是有界的。 

接下来，我们考虑序列{ }kS 的有界性。由(10)，我们得到 

( ) ( ) ( )1 1 1, , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k k kL S Y L S Y L S Yµ µ µ+ + +≤ ≤                    (12) 

联合迭代公式 ( )1 1 1k k k k kY Y D L Sµ+ + += + − − ，可得 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

1 1

21
1 1 1

21
1 1 1 1

1

21
1 1 12

1

1 1

, , , , , ,

, , , ,
2

1, , , ,
2

, , ,
2

1, , ,
2

k k k k k k k k

k k
k k k k k k k k k k F

k k
k k k k k k k k k kF

k

k k
k k k k k k F

k

k k k k
k

L S Y L S Y

L S Y Y Y D L S D L S

L S Y D L S Y Y Y Y

L S Y Y Y

L S Y

µ µ

µ µµ

µ µµ
µ

µ µµ
µ

ρµ
µ

+ +

−
− − −

−
− − − −

−

−
− − −

−

− −

≤

−
= + − − − + − −

−
= + − − + − −

+
= + −

+
= +

 







 2
1

1

.k k F
Y Y −

−

−

  (13) 

通过(12)、(13)和 1ρ > ，立即可得 

( ) ( ) ( ) 1

1 1 1 1 0 0
10

1 1, , , , , , ,
2

k

k k k k
k

L S Y L S Y
ρ

µ µ
µ ρ

−∞

+ +
=

+ Θ  
≤ + < ∞ 

 
∑   

这里Θ是
2

1k k F
Y Y −− 的上界。上式也表明 ( )1 1, , ,k k k kL S Y µ+ + 是有上界的。另外我们有 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

21
1 1 1

2
1 1 1 1 1

1 1

2 2
1 1 1

1

, , , ,
2

1 1, , , ,
2

1, , , .
2

k
k k k k k k k k k k k F

k k k k k k k k k F
k k

k k k k k kF F
k

L S L S Y Y D L S D L S

L S Y Y Y Y Y Y
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       (14) 

因为
1kS
�
是具有强制性的，即

1
lim
S

S
→∞

= +∞
�

，且 ( )kLΦ 非负的，因此由(14)可得到序列{ }kS 有界。 

最后考虑序列{ }kL 的有界性。特别地，由 kµ 的更新准则知 lim kk
µ

→+∞
= +∞，以及{ }kY 的有界性，因此

有如下结果 

1 1 1
1lim lim 0,k k k kF Fk k

k

D L S Y Y
µ+ + +→∞ →∞

− − = − =                       (15) 

此外还有 

https://doi.org/10.12677/orf.2023.134282


贾凯贤 等 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2023.134282 2823 运筹与模糊学 
 

( )1 1 1 1

1 1 1 .
k k k kF F

k k kF F F

L D S D L S

D S D L S
+ + + +

+ + +

= − − − −

≤ + + − −
                      (16) 

那么由(15)、(16)以及{ }1kS + 的有界性，可知{ }1kL + 有界。综上可得序列 ( ){ }, ,k k kL S Y 有界。 
ii) 我们首先证明 1lim 0k k Fk

S S+→+∞
− = 。由(10)的第三个更新准则以及(5)可知 

( )
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=

   (17) 

这里最后等式成立是因为 1k k F
Y Y −− 和 k F

Y 有界且 lim kk
µ

→+∞
= +∞。再由(10)的第三个更新准则以及

(8)、(9)和(11)可知 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1
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1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1

1

lim lim

lim

lim

lim

k k k k k k k kFk k F

Capped k k k k k k k k k k k k k kk F

k Capped k k k k k k k kF F FFk

kk
k

L L L D S Y Y

D S Y D S Y S S Y Y Y

T S S Y Y Y

m S

µ µ

µ µ µ µ µ

µ µ

γµ

− −
+ + − − −→∞ →∞

− − − − −
+ + + − − −→∞

− −
+ − −→∞

+→∞

− = − − + −

= − + − − + − − − − −

≤ Λ − Λ + − + + −

≤ +

�

�



1 1
1 1
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k k k k k kF F F
S Y Y Yµ µ− −

− −− + + −

=

 (18) 

最后由式子(15)、(17)和(18)可知结论 ii)成立。 
iii) 由(i)可知，因为序列 ( ){ }, ,k k kL S Y 有界，所以存在聚点 ( ), ,L S Y   和一个收敛子序列 ( ), ,

j j jk k kL S Y
使得 ( ) ( )lim , , , ,

j j jk k kj
L S Y L S Y

→+∞
=   

，根据(10)式中的第三个等式，可知 

( )11 1
1

j j j j
j

k k k k
k

L S D Y Y
µ ++ ++ − = −                             (19) 

于是令 j →+∞，有 ( )1 0L S D Y Y
µ

+ − = − =   
 ，故聚点为问题的可行解。 

3. 数值实验 

本节我们将对所提出的 ADMM 算法与以下三种算法进行比较：Augmented Lagrange Mutiplier (ALM)
算法[13]，MoG [21]算法和 Weighted Nuclear Norm Minimization (WNNM) [22]算法。对于待分解的矩阵

Rm mD ×∈ ，用矩阵中非零元素的比例(记作 pe)来刻画其稀疏成分 S 的稀疏程度，用矩阵秩 r 与维数 m 的

比值(记作 pr)来刻画其低秩成分 L 的低秩程度。我们采用与相关研究[6] [12] [23]似的模式来生成矩阵 D。 
对于三种比较算法的参数，我们依然选取他们原始的取值。例如 ALM算法的原始参数 1.1ρ = ， 1α = ，

0.2β = 。MoG 算法中的参数 0 0µ = ， 0 1e 6β = − ， 0 1e 6α = − 。WNNM 算法的参数 1 mλ = ， 1.05ρ = 。
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对于我们的 ADMM 算法，设置参数 1.1ρ = ， 0.25γ = ， 1 mλ = ，maxiter 1000= ， 1e 7xtol = − 。 
我们算法的所有结果都是在台式电脑(CPU 为 3.40 GHz，内存为 8.00 GB)上使用软件 Matlab R2018b

完成的。 

3.1. 随机实验模拟 

本节将在有、无噪声干扰的情况下，比较 ALM、MoG、WNNM 和 ADMM 这四种算法实现稀疏–

低秩矩阵的精度与速度，并研究算法对于低秩成分的低秩程度与稀疏成分的稀疏程度的稳健性。 

3.1.1. 无噪声情况下的实验结果 
在本结中，首先生成待分解矩阵 Rm mD ×∈ ，具体生成如下：1) 独立生成随机矩阵 U， Rm rV ×∈ ，这

里 r pr m= × ， ( , )U randn m r= 和 ( ),V randn m r= 。令 L UV ′= ，得到秩为 r 的低秩矩阵。2) 均匀随机选

取稀疏矩阵 Rm mS ×∈ 的 2pe m× 个非零元的位置，这些位置上元素的取值独立服从[0, 1]区间上的均匀分

布。3) 令 D L S= + ，得到待分解矩阵 D。其次，设置 500 :500 :3000m = ， 0.01pr = ， 0.05pe = 。对于

以上问题，我们运行 10 次并记录以下结果：算法达到收敛所需的时间(CPU Time)、迭代数(Iterations)和
相对误差，其中相对误差的定义如下： 

* *

rel_err , rel_err .F F

F F

L L S S
L S

L S
= =

− −
 

计算结果见表 1 和图 1 所示。 
 
Table 1. The numeric results of ALM, MoG, WNNM and ADMM algorithms for sparse low-rank matrix factorization prob-
lems of different scales (σ = 0) 
表 1. ALM，MOG，WNNM 和 ADMM 算法对不同规模的稀疏低秩矩阵分解问题的数值结果(σ = 0) 

Promblem Algorithm rel_errL rel_errS Iterations Time 

m = n = 500 

ADMM 8.69e−09 1.06e−06 100 0.87 

WNNM 9.85e−09 1.09e−06 138 1.35 

ALM 6.53e−02 1.12e+00 51 22.27 

MoG 1.37e+00 0.00e+00 16 1.17 

m = n = 1000 

ADMM 1.39e−09 2.23e−06 103 5.72 

WNNM 1.41e−08 2.25e−06 188 10.30 

ALM 4.17e−02 1.01e+00 50 133.66 

MoG 2.22e+00 0.00e+00 16 3.89 

m = n = 1500 

ADMM 1.38e−08 2.82e−06 105 17.03 

WNNM 1.39e−08 2.83e−06 190 32.39 

ALM 3.77e−01 1.13e+01 35 640.07 

MoG 2.81e+00 0.00e+00 15 9.24 

m = n = 2000 

ADMM 1.37e−08 3.19e−06 106 94.52 

WNNM 1.46e−08 3.34e−06 192 73.97 

ALM 6.62e−01 2.29e+01 31 1802.02 

MoG 3.32e+00 0.00e+00 15 16.78 
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Continued 

m = n = 2500 

ADMM 1.39e−08 3.62e−06 107 86.27 

WNNM 1.43e−08 3.73e−06 193 73.97 

ALM 7.35e−01 2.84e+01 29 3816.63 

MoG 3.77e+00 0.00e+00 15 27.38 

m = n = 3000 

ADMM 1.37e−08 3.95e−06 107 131.47 

WNNM 1.42e−08 4.05e−06 196 250.85 

ALM 7.83e−01 3.31e+01 28 4467.64 

MoG 4.14e+00 0.00e+00 15 205.32 

 
由表 1 可以看出：在无噪声情况下，ADMM 算法虽然 Iterations 高于 ALM 和 MoG 算法，但是 ADMM

算法的 rel_errL、rel_errS 和 CPU Time 都是小于其他算法的，并且随着矩阵维数 m，n 的增加，同样可以

得到 ALM 与 MoG 算法比 ADMM 算法的 rel_errL、rel_errS 和 CPU Time 指标值高，即 ADMM 算法分解

得到的 rel_errL、rel_errS、Iterations 都优于 ALM、MoG 算法。对于 WNNM 算法而言，无论是 rel_errL、
rel_errS、Iterations 和 CPU Time 都高于 ADMM 算法。因此，ADMM 算法总体上来看优于其他三个算法，

能够准确地分解稀疏–低秩矩阵。 
 

     
rel_errL                                       rel_errS 

     
Iterations                                     CPU Time 

Figure 1. The numeric results for sparse low-rank matrix factorization problems of different scales (σ = 0) 
图 1. 对不同规模的稀疏低秩矩阵分解问题的数值结果(σ = 0) 
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图 1 记录了四个算法在无噪声情况下，对维度为 500m n= = ， 0.05pe = ， 5 :5 :50r = 的稀疏–低秩

矩阵分解的实验结果。从计算精度上来看，MoG、ALM 算法分解出的稀疏–低秩矩阵精度较低相对误

差较大，并且随着 r 的不断增大，其分解结果的相对误差也呈现出比较大的递增趋势，而本文的 ADMM
算法分解效果不仅准确，而且也比较稳定。从计算效率上来看，MoG 算法的 Iterations 和 CPU Time 比

其他几种算法都多，并且 ALM、WNNM 算法的效率也不高，但是对于 ADMM 算法而言，随着 r 的不

断增大，它不仅能够准确地分解稀疏–低秩矩阵，而且具有较好的稳定性，综上 ADMM 算法要比

WNNM、ALM 和 MoG 算法能够快速地、精确地分解稀疏低秩矩阵。因此 ADMM 算法在无噪声情况

下是优于其他算法的。 

3.1.2. 有噪声情况下的实验结果 
待分解矩阵含噪声的情况下数值结果如表 2 和图 2 所示。 

 
Table 2. The numeric results of ALM, MoG, WNNM and ADMM algorithms for sparse low-rank matrix factorization prob-
lems of different scales (σ = 0) 
表 2. ALM，MOG，WNNM 和 ADMM 算法对不同规模的稀疏低秩矩阵分解问题的数值结果(σ = 0) 

Promblem Algorithm rel_errL rel_errS Iterations Time 

m = n = 500 

ADMM 2.38e−03 2.25e−02 146 3.84 

WNNM 7.64e−04 4.52e−02 146 2.95 

ALM 6.72e−02 1.17e+00 50 19.79 

MoG 1.44e+00 0.00e+00 24 1.83 

m = n = 1000 

ADMM 1.68e−03 2.25e−02 146 26.19 

WNNM 5.65e−04 4.52e−02 146 34.62 

ALM 4.39e−02 1.07e+00 49 103.59 

MoG 2.26e+00 0.00e+00 19 4.56 

m = n = 1500 

ADMM 1.37e−03 2.25e−02 146 75.31 

WNNM 1.17e−03 2.28e−02 146 152.45 

ALM 5.15e−01 1.54e+01 34 389.45 

MoG 2.90e+00 0.00e+00 15 11.38 

m = n = 2000 

ADMM 1.18e−03 2.25e−02 146 156.07 

WNNM 1.07e−03 2.25e−02 146 319.90 

ALM 6.64e−01 2.30e+01 31 1180.51 

MoG 3.39e+00 0.00e+00 25 24.08 

m = n = 2500 

ADMM 1.06e−03 2.25e−02 146 269.40 

WNNM 9.78e−04 2.25e−02 146 659.92 

ALM 7.37e−01 2.87e+01 29 2489.94 

MoG 3.83e+00 0.00e+00 15 39.97 
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Continued 

m = n = 3000 

ADMM 9.69e−04 2.25e−02 146 446.00 

WNNM 9.07e−04 2.25e−06 146 954.96 

ALM 7.82e−01 3.32e+01 28 4528.83 

MoG 4.22e+00 0.00e+00 20 47.86 

 
由表 2 可以看出：在有噪声的情况下，ADMM 算法在时间上慢于 MoG 算法，但是 MoG 算法不能

够成功分解稀疏–低秩矩阵，其中对于 ALM 算法来说，虽然 Iterations 比 ADMM 算法低，但是 ALM 算

法的 CPU Time 比 ADMM 高出一个数量级，并且其计算精度远不如 ADMM 算法。对于 WNNM 算法，

通过表中数据看出，ADMM 算法与 WNNM 算法在计算精度和 Iterations 相差不是很大，但是可以明显得

到 WNNM 算法的 CPU Time 比 ADMM 算法的所需时间长得多，其次分解得到的低秩矩阵与原始矩阵的

误差虽然大于 WNNM 算法，但是得到的稀疏矩阵要更近似原始的稀疏矩阵，并优于其他两个算法。因

此，ADMM 算法具有更加准确和稳健地分解稀疏–低秩矩阵的性能，且优于其他三种算法。因此我们的

算法有能更稳健的恢复性能。 
 

    
rel_errL                                       rel_errS 

    
Iterations                                     CPU Time 

Figure 2. The numeric results for sparse low-rank matrix factorization problems of different scales (σ = 0.01) 
图 2. 对不同规模的稀疏低秩矩阵分解问题的数值结果(σ = 0.01) 
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图 2 记录了四个算法在有噪声情况下，对维度为 500m n= = ， 0.05pe = ， 5 :5 :50r = 的稀疏–低秩

矩阵分解的实验结果。由图同样可以看出，提出的 ADMM 算法在迭代数上多于 ALM，但比其他算法速

度快并且更能精确的分解稀疏低秩矩阵。总之，可以得到我们所提出的算法在有无噪声的情况下，都能

有效、稳健地分解稀疏–低秩矩阵。 

3.2. 监控视频应用 

在监控视频应用中，最重要的环节是对视频进行背景消除。首先我们从文献[24]的 12R 数据集中选

取视频，详情如下： 
• Campus 该视频包含 80 个 240 × 320 的视频帧； 
• Lobby 该视频包含 80 个 128 × 160 的视频帧； 
• Escalator 该视频包含 80 个 128 × 160 的视频帧； 

其次，为了定量评估背景消除的结果，我们使用基于四个量的度量：TP、TN、FP 和 FN，其中 TP
是为正确分类为正数的总数——即前景像素被正确分类为前景；TN 是为正确分类为负数的总数——即背

景像素被正确分类为背景；FN 是错误分类为负数的总数——即前景像素被错误地分类为背景；FP 是错

误分类为正数的总数——即背景像素被错误地分类为前景。那么可得到 recall，precision 和 F-measure 三

个指标，如下所示： 

TP TP recall*precisionrecall , precision , F-measure 2 .
TP+FN TP+FP recall precision

= = =
+

 

我们再记录每个算法使用的时间，那么可以说一个更高的召回率、精度和 F-度量值以及更少的时

间代表更好的算法性能。最后，所有算法的参数取值依然和随机实验部分一样并将结果展现在表 3 和

图 3 中。 
 
Table 3. The numeric results of all the compared algorithm 
表 3. 所有比较算法的数值结果 

Promblem Algorithm precision recall F-measure Time 

Campus 

ADMM 0.4170 0.6296 0.5017 6.0355 

WNNM 0.1425 0.6866 0.2360 19.2749 

ALM 0.0725 0.6439 0.1303 141.8244 

MoG 0.1427 0.6895 0.2358 61.5361 

Lobby 

ADMM 0.9735 0.8235 0.8923 5.1696 

WNNM 0.9767 0.8235 0.8936 13.7341 

ALM 0.9963 0.7479 0.8544 153.1680 

MoG 0.9703 0.8235 0.8909 39.4163 

Escalator 

ADMM 0.2606 0.7742 0.3899 6.6002 

WNNM 0.2438 0.7616 0.3694 19.1113 

ALM 0.1373 0.7652 0.2328 156.0334 

MoG 0.2377 0.7867 0.3651 63.2443 
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由表 3 可以看出，我们算法在对视频进行背景消除实验中，所需要的时间最短，而且几乎比 WNNM、

ALM、MoG 算法有更高的 precision，recall，F-measure 值。因此，我们的 ADMM 算法比其他算法处理

前景背景分离更有优势。 
 

 
Figure 3. Experimental results on background subtraction 
图 3. 背景消除的数值结果 
 

由图 3 中的结果表明，我们所提出的算法相比于其他三种算法可以更有效、清晰地分离背景和前景。

因此，我们的算法要比其他算法更具优势。 

4. 总结 

本文将研究向量稀疏优化中的 Capped-l1 正则松弛理论拓展到矩阵问题中，进而提出了可适用于矩阵

问题的 Capped-l1 阈值算子，并将其应用于非凸非光滑优化模型。首先，我们在交替方向乘子法框架下求

解该模型，并证明我们所提出的算法具有稳定的可行解。其次，通过大量的数值模拟实验表明：与其他

算法相比，无论是在有噪声还是无噪声的情况下，我们的算法都能够快速准确地分解出低秩–稀疏矩阵。

特别地，在有噪声的情况下，我们的算法还具有较强的稳健性。最后，我们成功地将这种新算法应用于

监控视频背景建模这一实际问题，并且也验证了在处理实际问题时我们的算法能够进行很好地背景消除。 
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