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摘  要 

设 ( )= ,σG G σ 是一个符号图， σG 的特征值是其邻接矩阵的特征值。设 λ 是 σG 的一个特征值，如果存在

属于 λ 的一个特征向量 ( )T
1 2, , , nX x x x=  ，使得∑ 1 0n

ii x
=

≠ ，则称 λ 是 σG 的主特征值。图的主特征值

为研究图的性质和图的其它不变量都有重要的意义，它在化学等领域中有重要的应用。在 σG 的顶点 iv 处

做切换，相当于改变特征值 λ 的特征向量 ( )T
1 2, , , nu u u u=  中元素 iu 的符号。由于 σG 的切换可以改变

它的主特征值。因此，给出某些图类的每个特征值都有一无零元素的特征向量具有重要意义。在本文中，

我们主要证明了Wenger图的任意特征值对应的特征空间都包含一个无零元素的向量。进一步，我们证

明了符号Wenger图在任意地一个顶点处做切换都会使得它的所有特征值变为主特征值。 
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Abstract 

Let ( )= ,σG G σ  be a signed graph and the eigenvalue of σG  be the eigenvalue of its adjacency 
matrix. An eigenvalue of a signed graph is called a main eigenvalue if it has an eigenvector such 
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that the sum of whose entries is not zero. The main eigenvalue of a graph is of great significance to 
study the properties of a graph and other invariants of a graph. It has important applications in 
chemistry and other fields. Switching at the vertex iv  of σG  is equivalent to changing the sign of 

the elements iu  in the eigenvector ( )T
1 2, , , nu u u u=   of the eigenvalue λ . The switching of σG  

can change its main eigenvalue. Therefore, it is important to show that every eigenvalue of some 
graph class has a nowherezero eigenvector. In this paper, we mainly prove that the eigenspace 
corresponding to any eigenvalue of the Wenger graph contains a nowherezero eigenvector. It is 
further more prove that all eigenvalues of signed Wenger graphs will become the main eigenva-
lues when switching at any vertex. 
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1. 引言 

在本文中，我们考虑的图都是简单无向有限图。设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是顶点集 ( ) { }1 2, , , nV G v v v=  ，

边集 ( ) { }1 2, , , mE G e e e=  的图。我们称矩阵 ( ) ( )ij n n
A G a

×
= 为图的邻接矩阵，其中 ija 等于顶点 iv 与顶点 jv

的边数。显然，邻接矩阵是一个实对称非负矩阵。邻接矩阵的特征值称为图的特征值。如果一个向量中

的所有分量都是非零的，那么称这个向量是无零元素的向量。若图的特征值 λ 所对应的特征空间与全为

1 的向量不正交，那么称 λ 是图的主特征值。图的主特征值由 Cvetković [1]在 1978 年引入，最初是用来

简化计算图中长度为 ( )2k k n≤ ≤ 的不同游走数(walk)的问题，并且作者还提出如何刻画具有 ( )2k k n≤ ≤

个主特征值的图的问题。在文献[2] [3]中，Hou 等人刻画了恰好具有两个主特征值的单圈图、双圈图和三

圈图。Huang 等人在文献[4]中给出了构造具有 k 个主特征值的连通图的方法。Du 等人在文献[5]中通过图

的并、连接等操作构造了顶点为 n 的无穷多个具有 1n − 个主特征值的图。图的主特征值在许多领域中都

有重要的应用。在代数图论中，可以通过图的主特征值来研究图的其它不变量，例如图的主角与主特征

值的对应关系；在群理论中，Cvetković 和 Fowler [6]给出了图的主特征值的个数就是图的自同构群作用

在它的顶点集上的轨道数的下界；在量子化学中，Cvetković 和 Gutman [7]利用图的主特征值为研究简单

Hückel 模型提供了关于 π 轨道的形式及其相对能量的信息，Hückel 分子轨道的 Hamilton 算子的主特征值

是分子的电子轨道能级，主特征向量决定分子的电子轨道。 
符号图是一个有序二元组 ( ),G Gσ σ= ，其中底图 ( ) ( )( ),G V G E G= ，符号函数 ( ) { }: E Gσ → ± 。当

符号函数σ 在符号图的所有边上对应为正号时，我们称Gσ 为全正的符号图。我们称 ( ) ( )ij n n
A G aσ

×
= 为符

号图Gσ 的邻接矩阵，其中当顶点 iv 与顶点 jv 之间的边为正号时， 1ija = ；当顶点 iv 与顶点 jv 之间为负号

时， 1ija = − ；当顶点 iv 与顶点 jv 之间没有边时， 0ija = 。设 λ 是Gσ 的一个特征值，如果存在属于 λ 的

一个特征向量 ( )T
1 2, , , nX x x x=  ，使得 1 0n

ii x
=

≠∑ ，则称 λ 是Gσ 的一个主特征值。设 v 是符号图的任意

顶点，X 是符号图顶点集的任意子集，在符号图中切换 v 是指改变与 v 相邻的边的符号，切换 X 是指切

换子集X里的所有点。给定符号图的顶点集的某个子集X，设 ( )1 2, , , nS diag s s s=  ，其中当 iv X∈ 时 1is = − ，

当 iv X∈ 时 1is = ，称 S 为符号图 ( ),G Gσ σ= 关于 X 的切换矩阵。显然，在符号图的顶点子集 X 处做切
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换后会得到新的符号图 ( ),G Gσ σ′ ′= ， ( ) ( ) 1A G SA G Sσ σ′ −= 且 1S S −= 。也就是说，如果 λ 是 ( )A Gσ 的特

征值，u 是 λ 对应的一个特征向量，那么 λ 也是 ( )A Gσ ′ 的特征值，Su 是 λ 在 ( )A Gσ ′ 中对应的一个特征

向量。本文主要考虑可以通过全正符号图做切换得到的符号图。近几年来，许多关于图的主特征值的结

论被推广到符号图中，例如在 G 图中，具有一个主特征值的图当且仅当它是正则图[1]，然而在符号图Gσ

中，具有一个主特征值的符号图Gσ 当且仅当它是网正则图[8]等。Akbari 等人在文献[9]中提出一个猜想：

除了 ( )2 ,K σ 和 { }( )4 \ ,K e σ 之外，任意全正的符号图都存在一个切换使得切换之后的符号图的所有特征

值都是主特征值。目前，已经证明了 Cayley 图，距离正则图、顶点传递图、边传递图、双星图、路径、

完全多部图、调和树 aT 、一类特殊树 ,n kS 对该猜想成立[1] [10]。 
设 eq p= ，其中 p 是一个素数，e 是任意正整数。对于 1m ≥ ，设 P 和 L 是有限域 qF 上 1m + 维向量

空间的两个副本(copy)，我们称 P 里面的元素为点(point)，记作 ( )p ；L 里面的元素称为线(line)，记作 [ ]l 。

Wenger 图，记为 ( )mW q ，是以 P 和 L 为顶点集的二部图，任意的点 ( ) ( )1 2 1, , , mp p p p P+= ∈ 和线 

[ ] 1 2 1, , , ml l l l L+= ∈   相邻当且仅当以下 m 个方程成立： 

2 2 1 1

3 3 2 1

1 1 1

,
,

.m m m

l p l p
l p l p

l p l p+ +

+ =
+ =

+ =


                                   (1) 

注意，Wenger 图有 12 mq + 个顶点， 2mq + 条边，而且它是 q-正则图。Wenger 图最早由 Wenger 在 1991
年引入，最初用来解决极值图论问题[11]。Wenger 图的另外一种表示由 Viglione 提出[12]，他将定义方

程组的等式右端仅用关于 1p 和 1l 的单项式表示，即 1 1 1 1
k

k kl p l p+ ++ = ，其中 2, , 1k m= + 。Lazebnik 和

Ustimenko 在文献[13]中表明温格尔图的自同构群作用在点集 P、线集 L 和边集 ( )E G 上是传递的。文献 
[14]确定了 Wenger 图的所有特征值及重数。关于 Wenger 图的更多结果参见文献[15] [16] [17] [18]。 

在本文中，我们主要研究 Wenger 图如何做切换可以使得它的所有特征值都变为主特征值。我们的主

要结论是 Wenger 图的任意特征值都包含一个无零元素的特征向量(见定理 3.1)，进一步，我们证明了符

号 Wenger 图在任意地一个顶点处切换都会使得它所有特征值变为主特征值(见定理 3.2)。 

2. 预备知识 

在这一节，我们介绍一些必要的定义和结论。 
定义 1 [19]设 λ 是图 G 的特征值，如果 λ 对应的任意特征向量 ( )1 2, , , nu u u u=  满足 0iu = ，我们称

顶点 iv 对于 λ 是 null；否则称 iv 对于 λ 是 downer。 
也就是说，设 λ 是图 G 一个特征值，代数重数为 r，如果 λ 在 iG v− 中的代数重数是 1r − ，则 G 的

一个顶点 iv 对于 λ 是 downer。因此，图 G 的特征值 λ 对应的特征空间包含一个无零元素的特征向量当且

仅当图 G 的所有顶点关于 λ 是 downer。 
设 ( )Aut G 是图 G 的自同构群，如果对于图 G 的任意顶点 1v 和 2v 存在一个自同构 ( )Aut Gσ ∈ ，使得

( )1 2v vσ = ，那么我们说图 G 是顶点传递图。类似地，如果对于图 G 的任意边 1e 和 2e 存在一个自同构

( )Aut Gσ ∈ ，使得 ( )1 2e eσ = ，那么我们说图 G 是边传递图。对于顶点传递图和边传递图，有以下定理。 
定理 2.1 [20]顶点传递图的每个顶点对于每个特征值都是 downer。 
定理 2.2 [20]设 0λ ≠ 是边传递图的一个特征值，那么 λ 存在一个无零元素的特征向量。 
在主要结果的证明中，需要用到以下两个定理。 
定理 2.3 [20]任意包含无零元素向量的特征子空间都有一个无零元素的正交基。 
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定理 2.4 [21]设 q 是一个素数幂，则 
1) 当 3m ≥ ， 3q ≥ 和 3m = ，q 是偶数时， ( )mW q 是 q-正则半对称图。 
2) ( )1W q 是顶点传递图，q 是偶数时， ( )2W q 是顶点传递图。 
3) 当1 1m q≤ ≤ − 时， ( )mW q 是连通的；当 m q≥ 时， ( )mW q 有 1m qq − + 个连通分支，且每一个连通分

支同构于 ( )1qW q− 。 

3. 主要结果 

在顶点 iv 处做切换，相当于改变特征值 λ 的特征向量 ( )1 2, , , nu u u u=  中元素 iu 的符号。当特征值的

所有特征向量中分量元素 iu 都为 0 时，在该点处做切换不影响特征值 λ 的主性。因此，我们重点讨论每

个特征值都存在无零元素的特征向量的图。在本节中，我们首先证明以下定理。 
定理 3.1 设 λ 是 Wenger 图的任意特征值，则 λ 对应的特征空间都包含一个无零元素的特征向量。 
证明：对于 Wenger 图的顶点集，定理 2.4 的证明有以下自同构映射： 

( ) ( ) ( ) { }:  1,2, , 1i x V H V H i mσ ′ ′→ ∈ +  

当 1i = 时 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 1 3 1: , , , ,x

mx p p p p p x p pσσ += +  ; 

当 2 i m≤ ≤ 时 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2 1: , , , , , , , ,i x
i i i i i mx p p p p p p x p p x p pσσ − + + += − +   ; 

当 1i m= + 时 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 1: , , , ,m x

m m mx p p p p p p xσσ +
+ −= −  ; 

( ) ( ) ( ):x V H V Hα ′ ′→  

( ) ( ) ( ) ( ) 2 1

1 2 2 1 1 1 1
1 1

: , , , , , , ,
j mx i i i i

j j j i m m m m i
i i

x p p p x p p C p x p p C p xαα
− −

− − + + − + −
= =

 
= + + + 
 

∑ ∑    . 

因此，Wenger 图是边传递图，且当1 1m q≤ ≤ − 时， ( )mW q 是连通图，当 m q≥ 时， ( )mW q 有 1m qq − + 个

连通分支，且每一个连通分支同构于 ( )1qW q− 。根据定理 2.2，当 0λ ≠ 时，λ 存在一个无零元素的特征向

量。下面我们证明 0λ = 时它对应的特征空间里存在一个无零元素的特征向量 γ 。 
情况 1：当1 1m q≤ ≤ − 时， ( )mW q 是连通图。设 Wenger 图的两个部集分别为 L 和 P，我们可以排列

它的邻接矩阵 ( )( )mA W q 的行和列，使 ( )( )mA W q 具有以下形式： 

( )( )
T0

0m
NA W q

N
 

=  
 

.                                (2) 

由此可得 

( )( )
T

2

T

0
0m

N NA W q
NN

 
=  
 

.                             (3) 

如果存在 ( )1

T

1, , mq
α α α +=  满足 0iα ≠ 、 ( )1

T

1, , mq
β β β +=  满足 0iβ ≠ 分别使得 T 0N Nα = 、

T 0NN β = ，那么就存在向量
α

γ
β
 

=  
 

使得 2 0A γ = 。由于齐次线性方程 0NX = 与齐次线性方程 T 0N NX =

具有相同的解，因此 0Aγ = 。 

1) 我们首先证明存在 ( )1

T

1 2, , , mq
α α α α +=  满足 0iα ≠ 使得 T 0N Nα = 。设H是L上的点图(point-graph)，

H 的顶点集是 L，H 中任意两个不同的线 [ ]l 、 [ ]l′ 相邻当且仅当存在 ( )p P∈ 使得 ( )p 在 ( )mW q 中与 [ ]l 、
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[ ]l′ 相邻。更详细地说，如果存在 1 qp F∈ 使得， 

( )1 1 1 1 1  1,2, ,i i i il l l l p l l i m+ +′ ′ ′≠ − = − = 和                         (4) 

那么 [ ]l 、 [ ]l′ 在 H 中是相邻的。又因为 1 1 1 1
k

k kl p l p+ ++ = ，其中 2, , 1k m= + 。我们有 1 1l l′≠ 和
 

( )
11 1 1 1  1,2, ,i

i il l p l l i m+ +′ ′− = − =  ，进而 H 同构于凯莱图 ( )( )1, ,m
qCay F S+ + ，其中 

( ){ }*, , , ,m
q qS t tu tu t F u F= ∈ ∈ .                            (5) 

由于凯莱图是顶点传递图[22]，因此 H 是顶点传递图。对于任意的 ( )1 2 1, , , m qFξ ξ ξ + ∈ ，H 的特征值

可以表示成以下形式(详见[14])： 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2 1, , , 0 1 0
m q qu F f u q u F f uξ ξ ξλ
+
= ∈ = − − ∈ ≠



.                 (6) 

其中 ( ) 1 2 1
m

mf u u uξ ξ ξ += + + + 。 
由等式(6)得，当 ( ){ }0 0qu F f u∈ = = 时， q− 是 H 的特征值。设 ( )A H 是 H 的邻接矩阵，通过对比

实对称矩阵 ( )A H 和实对称矩阵 TN N 中的元素，有 

( )TN N A H qE= + .                                (7) 

其中 E 表示 n 阶单位矩阵。利用定理 2.1，H 的特征值 q− 存在无零元素向量α 使得 ( )A H qα α= − 。在等

式(7)两端同时乘以α ，得到 T 0N Nα = 。 

2) 为了证明存在 ( )1

T

1 2, , , mq
β β β β +=  满足 0iβ ≠ 使得 T 0NN β = 。类似地，我们在 Wenger 图的点集

P 上定义一个线图 H ′  (line-graph)，H ′的顶点集是 P， H ′中任意两个不同的点 ( )p ， ( )p′ 相邻当且仅当

存在 [ ]l L∈ 使得 [ ]l 在 ( )mW q 中同时与 ( )p ， ( )p′ 相邻。设 ( )A H ′ 是 H ′的邻接矩阵，则 

( )TNN A H qE′= + .                               (8) 

由于 TN N 和 TNN 有相同的谱，因此 q− 也是 TNN 的一个特征值。下面我们证明 H ′是顶点传递图。

根据 ( )( )1 1i x i mσ ≤ ≤ + ， ( )xα 可知 Wenger 图在部集 P 上是传递的，因此温格尔图在部集 P 上是保路径

长度的且它可以诱导出一个顶点传递图 H ′。也就是说，设 ( ) ( )1 2 1, , , mp p p p +=  ，( ) ( )1 2 1, , , mp p p p +′ ′ ′ ′=  是

H ′的任意两个不相同的顶点，存在一个自同构映射 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1m m m m m m m ml l l l p l p l l l l lσ σ σ σ σ α α σ σ σ σ− − − − −
+ + + +′= − − − − − − − − − − − −   

使得 ( )( ) ( )p pσ ′= 。具体映射过程如下所示： 

( ) ( ) ( )1 1 2 2

T T T T
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3

1

1 1 1

0
0 0

0 0 0

m m m ml l l

m

m m m m

m m m

p p p p p
p p p p p l
p p p l

p
p p p l

p p l

σ σ σ+ +− − −

−

+ + +

        
         +        
        +

→ → → →        
        
        +
              +        





 

 

( )1 1

T

lσ −





→



 


 

( ) ( ) ( ) ( )
11 1111 1 1 1 2 2

T T
1 1 1 1 1

2 2 2

3 3

0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
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自同构映射 ( )( )1 1i x i mσ ≤ ≤ + ， ( )xα 出现在定理 2.4 的证明中。 
情况 2：当 m q≥ 时， ( )mW q 有 1m qq − + 个分支且每一个分支同构于 ( )1qW q− 。因此， ( )mW q 的邻接矩阵

有以下形式： 

( )( )

( )( )
( )( )

( )( )

1

1

1

q

q
m

q

A W q

A W q
A W q

A W q

−

−

−

 
 
 
 =
 
 
 
 



.                 (9) 

显然， ( )1qW q− 和 ( )mW q 具有相同的特征值。由情况 1 可得， ( )1qW q− 的任意特征值总存在一个无零

元素的向量。不妨设 λ 是 ( )1qW q− 的任意特征值，α 是 λ 在 ( )1qW q− 中的无零元素特征向量，则根据(9)得
λ 在 ( )mW q 中也有一个无零元素的特征向量 γ ， γ 由 1m qq − + 个α 组成。证毕。 

通过定理 3.1，我们给出适当的切换使得符号 Wenger 图的所有特征值都变为主特征值。 
定理 3.2 设 ( ),G Gσ σ= 是一个符号图，其中底图 G 是 Wenger 图，符号函数 ( ) { }: E Gσ → + ，则Gσ

在任意地一个顶点处切换都会使得它所有特征值变为主特征值。 
证明：由定理 3.1 可知，符号图Gσ 的每一个特征值都存在一个无零元素的特征向量。设 λ 是Gσ 的

一个特征值，代数重数为 r，通过定理 2.3，λ 对应的特征空间存在一组无零元素正交向量基{ }1 2, , , rα α α 。

进而符号图Gσ 的特征空间存在一组无零元素正交向量基{ }1 1, , , , ,r r nβ β β β+  。由于 G 是 q-正则图，所

以 q 是Gσ 的一个特征值且 q 存在一个全为 1 的特征向量。不妨设 ( )T
1 1,1, ,1β =  ，则内积 ( )1, 0iβ β = ，

其中 2, ,i n=  。因此，存在一个切换 ( )1jS j n≤ ≤ 使得 ( )0 1j iS i nα ≠ ≤ ≤ ，也就是说在Gσ 的任意一点处

做切换会使得它的所有特征值变为主特征值。证毕。 

4. 总结 

在本文中，我们通过寻找点图 H 和线图 H ′的每个特征值都有一个无零元素的特征向量给出了

Wenger 图的任意特征值都包含一个无零元素的特征向量。基于这一事实，我们还给出了符号 Wenger 图
在任意地一个顶点处做切换都会使得它所有特征值变为主特征值。然而，对于线性 Wenger 图的任意特征

值是否存在一个无零元素的特征向量还是一个未知的问题。进一步的说，符号线性 Wenger 图在哪些顶点

处做切换都会使得它所有特征值变为主特征值也是同一个未知的问题。通过本文的研究不仅为我们理解

Wenger 图提供了新的角度，并且为下一步研究符号线性 Wenger 图提供了思路。 
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