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Abstract: By Riccati transformation and inequality technique, the oscillation of second order Emden-Fowler 
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摘  要：借助广义 Riccati 变换和不等式技巧，研究了一类较一般形式的二阶 Emden-Fowler 中立型时

滞微分方程的振动性，给出了该类微分方程区间振动准则。 
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1. 引言 

二阶 Emden-Fowler 中立型时滞微分方程在物理

学和工程技术中有重要应用，引起许多学者的关注，

如文[1-3]。Abdallah[1]研究了二阶时滞中立型微分方程 

             00 ,a t x t p t x t q t x t t t 
        

，

解的振动与非振动性,得到一些好的结果。Li[2]研 究了二阶半线性泛函微分方程 

             11
00 ,r t y t y t q t y t y t t t

  
       

解的振动性,得到一些新的区间振动准则。Xu[3] 研究了 Emden-Fowler 中立型时滞微分方程 

             1 11

1 2( ) 0 , 0x t x t q t y t y t q t y t y t t t
    
            



0

解的振动性，得到 Philos 型振动准则，改进了已

有文献的结果。Yang[4]研究了二阶非线性中立型微分

方 程         ( ( ) ( )) ( )r t x t p t x t q t f x t      ，

0t t ，解的区间振动性，改进和推广了已有文献的

结果。王其如[5]研究了二阶非线性微分方程 

         , ,p t y t f t y t y t  0  , ,的振动性，得

到了该类方程区间振动的一些新的准则，推广和改进

了已有文献的结果。 

0t t

*基金项目：国家自然科学基金资助项目(11071143, 60904024, 110
26112)；山东省自然科学基金(ZR2010AL002, ZR2009AL003, Y20
08A28)；济南大学博士基金(XBS0843)。 
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受文献[3-5]启发，本文研究如下形式的二阶 

 

E mden-Fowler 中立型时滞微分方程 

                     1 11

1 1 1 2 2 2 0r t x t x t q t y t y t q t y t y t
 

   
        

 ，      (1.1) 0t t

的振动性，应用广义 Riccati 变换和不等式 

1

Bx Ax 



 

1

1
1

B

A

 

 









， ， 0A 

R0, 0,B x   ，           (1.2) 

给出微分方程(1.1)解区间振动的几个新准则。这

里         x t y t p t y t  ， ， 0 1p t  , ,   是

正常数， 0      ， ； 0 0t t

  1 2 0, , , ,r q q C t R 

  ,t t   1 ,t t   2 t

； ，

，  

  1 2 0, , , ,C t R    

t  lim ,
t

t


 

 1lim
t

t


 ，  2lim
t

t


 ，
 

0

1

1
d

t

t
r t

  
   

 
 。 

微分方程(1.1)的解  y t 称为振动的，若  y t 既不

最终为正，也不最终为负，否则称为非振动的。微分

方程(1.1)称为振动的，如果它们的所有解都是振动的。 

2. 主要结果与证明 

为方便起见，首先给出下列记号，令 

min ,
   
   

  
  

  
,       

0
1 2min , ,

t t
t t  


 t  

               
1 1 1 2 21 1

t
Q t q t p t q t p t

t

   

,


     

  
 
                  

 

          1, : , : 0, 0D a b u C a b u t u a u b     。 

为证明方便，先给出下面的引理，其证明方法类

似于文献[4]中引理 1 的证明。 

引理 2.1 若  y t 是方程(1.1)的最终正解，则存在

 1 0 ,t t  ，使得  x t 0,   0,x t   

             1 1 11r t x t q t p t x t


 
                   2 2 21 0q t p t x t


  ,    1,t t  .



 

   (2.1) 

引理2.3 假设 ， ，而且   1
0 , ,r C t R    0r t 

        
0

1 1 11 d
t

q t p t t t


 


       (2.3) 

或者 

       
0

2 2 21 d
t

q t p t t t


 


      (2.4) 

成立。若  y t 是方程 (1.1)的最终正解，则存在

 1 0 ,t t  ，使得        
0, ,

x t
x t x t tx t

t
   严格递减

的，  ,1t t  。 

定理 2.1 设   1
0 , ,r C t R  ， ，而且(2.3)

或 (2.4) 成 立 。 若 对 任 意 , 存 在

,

  0r t 

0T t

b a T   ,a b u D ，且存在  1
0 , ,C t R  ，有 

       
 

       
 

1

1
1 1

1
1

b

a

r t t
t Q t u t u t u t t

t







 








  
   
     

 d 0 ，               (2.7) 

则方程(1.1)振动。 

证明 设 是方程(1.1)的一个非振动解，不妨

设最终为正。由引理 2 . 1 和引理 2 . 3 ，存在 

 ty
 1 0 ,t t  ,当  1,t t  时，有     0, 0,x t x t 

       
0, ,

x t
x t x t tx t

t
   严格递减的。作 Riccati 变换 
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1 11
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
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





  



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由不等式
1 1 1 1

, , , 1, 1, 1
p q

ab a b a b R p q
p q p q

       ，可得 
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由于
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t
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因而有 
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
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
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
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    ，利用不等式(1.2)，得 

       
 

       
 

1

1
1 1

1 d
1

b

a

r t t
t Q t u t u t u t t

t







 








  
  0   
     

  ， 

这与条件(2.7)矛盾，证毕。 

特别地，取 ( ) 1t  时，可以得出下面的推论。 

 

推论 2 . 1 设 ， 0 1p t    1
0 , ,r C t R 

0T t

, 

，而且(2.3)或(2.4)成立。若对任意的 ，   0r t 

存在 , ，有 b a T   ,u D a b 
          11

1 d 0
b

a

Q t u t r t u t t
    ，则方程(1.1)振动。 

与定理 2.1 和推论 2.1 类似，可以得出下面的定理

2.2 和推论 2.2。 

3. 应用举例 
考虑二阶 Emden-Fowler 中立型时滞微分方程 

         33 22 3 3x t ty t t y t y t
 0,       

     1
1 , 15

2
x t y t y t t    。 

易验证满足推论 2.1 的条件。对任意的 ，存

在充分大的 k，考虑区间 
0T 

,a b = k k , 1    ，取

  sin ,u t t 由于 

              
3 3π π π π544 4 43

1
π π

3 1 4
d 15 sin cos d

2 2 5

k k

k k

Q t u t r t u t t t t t
                      0  

由推论 2.1，得该方程振动。 
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