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Abstract: In this paper, based on the dual algorithm of ROF model, we propose a modified semismooth 
Newton algorithm. Furthermore, we prove that the proposed algorithm converges Q-superlinearly, and also 
refer that this algorithm can improve the computational efficiency by choosing a suitable parameter α. The 
simulations show that the new modified algorithm can perfectly restore image and keep the faster conver-
gence rate. 
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摘  要：本文基于 ROF 去噪模型的对偶算法提出一个修正的半光滑牛顿法。文中证明了该算法具有 Q

超线性收敛，同时指出选取适当的参数 α可以提高数值计算效率。实验表明，建议的修正算法既能较好

的复原图像，又具有较快的收敛速度。 
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1. 引言 

在处理图像的过程中，由于引入的噪声经常导致

图像退化,因此图像去噪是图像处理中的一个最基本

的问题。传统的图像去噪方法主要是滤除图像的高频

成分，但是由于图像的细节也分布在高频区域，所以

总是在滤除噪声的同时模糊了图像的边缘。为了能保

持图像的边缘，Rudin等人在文献[1]中提出如下的全

变差(Total Variation)去噪模型 (ROF模型)： 
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其中u是待修复的原始图像，f是噪声图像， 0  是正

则化因子， ( )BV
u

 定义为： 
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由于(1)中的 ( )BV
u

 在原点并不可微，所以通常情况下

并不容易求解，因此最近几年提出许多数值方法来解

决这一问题。例如梯度下降法[1]、不动点迭代法[2]、

分裂Bregman迭代法[3]、离散优化算法[4]，凸规划算法
[5]，对偶算法[6,7]。本文研究Chambolle在文献[6]提出

的对偶算法，也就是把无约束问题(1)转化为下面的约

束问题： 
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基于 (2)，Chambolle进一步建议用半隐式梯度下降法

求解。虽然该方法具有运算快、编程实现简单等优势，

但是在求解过程中，该方法要求泛函的值单调递减，

因而在最小值问题非常病态的情况下，收敛速度很慢 
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[8]且收敛阶为一阶的。基于半光滑方程的性质，最近

Ng等人[7]提出把(2)的最优性条件等价化成一组半光

滑方程组，然后用阻尼高斯牛顿法来解，并证明了算

法可以达到Q超线性收敛。然而，文献[7]中并没有具

体考虑参数对收敛结果的影响，因此本文提出一个新

的算法对文献[7]中的半光滑牛顿法进行修正，从而可

以达到更快的收敛效果。 

2. 修正的半光滑牛顿法 

考虑图像的离散情况，假定图像是一个N × N的阵

列。令 (,., )X 表示欧几里德空间中的内积，| | 表示 1l 范 

数，  1 1 2 2
, , , ,

1 ,

( , ) Y i j i j i j i j
i j N

p q p q p q
 

 
，

其中 N NX R  ， 

1 2p p X、 ， 1 2( , )p p p Y  ， 1 2( , )q q q Y  。在离

散情况下，通过引入Lagrange乘子，文献[7]将问题

(2)转化为下面的方程系统： 
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其中 , 1,2, ,i j N  ，算子div满足  div , ( , )YX
p u p u  。 

现令 2M N ,则利用行字典排序法依次可将
1 2,p p 排列成一个新的列向量 1 2, Mv v R ，设定

   1 2( ) div , ( ) divM M
x yg v p f R g v p f R        

其中 ,x y  分别表示沿图像的x方向和y方向的一阶差

分。记         1 2
1 2; , ;v v v g v g v g v  ，其中符号；

表示按行排列。于是，问题(3)可以写成下面的紧凑格

式： 
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(4) 

其 中     k ,k M kg gv v  , 1, 2, ,k M  , 
2 3: M MH R R ， ( , )a b 为NCP函数[7]，它满足： 

2 2( , ) 0 0, 0, 0a b a b a b a b ab           

显 然 ， 当 v 满 足     , 0k M kg gv v  或 者
2 2| | 1k M kv v   时，上述的  H v 并不可微，但是是强半

光滑的，因此文献[7,9]中建议用广义牛顿法求解(4)，

即：若已知 nv ，则通过计算 
1 1 ( )n n n

nv v V H v                 (5) 

可得到 1nv  ，其中 ( )n
n BV H v ，这里 

  ,
( ) : lim ( ) :

j j
H

j
B H

x x x D
H x H x D x H x

 
   在 处可微 。 

然而，用广义牛顿法(5)解   0H v  时，通常要求

nV 可逆，这就限制了该方法的应用范围。为了克服这

个缺陷，Jiang等人在文献[10]中建议用 

( ) ( ) 0n T n
n n nV v V V I d              (6) 

去计算 1n n nd v v  ，其中 n 为一个正常数， 

    21

2
v vH                 (7) 

表示  H v 的价值函数，这是为了保证算法的全局性。

显 然 ，  v 是 二 次 连 续 可 微 的 ， 因 此 有

     T
Hv Hv v   ，于是文献[7]建议用阻尼修正

高斯牛顿法解(6)，这里  vH 表示 BH 的凸包。但

是，文献[7]中并没有具体考虑参数对收敛速度的影

响，因此我们引入一个小的参数对阻尼修正高斯牛顿

法进行修正的算法。 

算法：修正的阻尼修正高斯牛顿法。 

(1) 选 取   01
0, , 0,1 , 0

2
      

 
和 初 始 点

0 2Mv R ，令 : 0n  。 

(2) 选取 ( )n T
n BV v  ，用预处理共轭梯度法

(PCG)解(6)得到 nd 。若 0nd  ，则终止；否则，进行

第3步。 

(3) 令 nl 是满足下列不等式的最小整数l 
n( ) ( ) ( )n l n n l T nv d v v d             (8) 

(4) 选取     1 1 1min ,n n nv v      ，其中

常数 (0,1)  。令 1 nn n l nv v d   ， : 1n n  ，返回

第2步。 

注：这里的算法和[7]中稍微有些不同。其一，在

第(2)步中，用PCG算法来提高计算下降方向 nd 的速

度；其二，在选取 n 时， min( , )  函数之前加上了小

的正参数 。事实上，若把(6)中的  n
nV v 移到等式

右侧之后两边取 2l 范数可以看出相当于增加了下降

方向的步长。因此选取适宜的 ，可以提高算法的速 
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(a)                         (b)                            (c)                         (d) 

Figure 1. (a) Original image; (b) Noisy image (SNR = 37.5); (c) Restored image by Cham algorithm (SNR = 48.32); 
(d) Restored image by semismooth Newton algorithm (SNR = 48.5320, α = 1) 

图 1. (a) 初始图像；(b) 噪声图像(SNR = 37.5); (c) Cham Alg 复原的图像(SNR = 48.32); 
(d) 半光滑牛顿法修复原的图像(SNR = 48.5320, α = 1) 

 

   
(a)                         (b)                         (c) 

 

   
(d)                         (e)                         (f) 

Figure 2. (a) Original image; (b) Noisy image (SNR = 40.9346); (c) Restored image by Cham algorithm (SNR=56.6150);  
(d) Restored image by semismooth Newton algorithm (SNR = 55.9082, α = 1); (e) Restored image by semismooth Newton 

algorithm (SNR = 55.7883, α = 0.5); (f) Restored image by semismooth Newton algorithm (SNR = 55.2872, α = 0.25) 
图 2. (a) 初始图像；(b) 噪声图像(SNR = 40.9346)；(c) Cham Alg 修复的图像(SNR = 56.6150)；(d) 半光滑牛顿法修复的图像 

(SNR = 55.9082, α = 1)；(e) 半光滑牛顿法修复的图像(SNR = 55.7883, α = 0.5)；(f) 半光滑牛顿法修复的图像(SNR = 55.2872, α = 0.25) 
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(a)                                                       (b) 

Figure 3. (a) The curve of the value function by the directed method; (b) The curve of the value function by PCG 
图 3. (a) 直接求解的价值函数收敛曲线； (b) PCG 价值函数收敛曲线
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度。另外，算法的第3步事实上是Armijo算法，因此l

的值总是能达到。很明显，若 0nd  ，由(6)知 nv 必定

是  v 的稳定点，因此我们总假设算法不在有限步终

止。 

类似于文献[7,10]，我们有下面的结论： 

定理2.1 假设 *v 是上述算法产生序列  nv 的聚

点，则序列 nv Q超线性收敛于 *v ，并且有 *v 是价值

函数  v 的稳定点和 lim 0n

n
d


 。另外，若  *

B H v 列

满秩，则 *v 是(4)的解。 

定理2.2 假设 *v 是上述算法产生序列 nv 的聚点

并且 np 对应于序列 nv 。若  * 0H v  ，则(1)的解 

可由下式得到： * 1
divu f p


  。 

3. 数值试验 

本节用相关的数值试验来说明建议算法的有效

性。为了测定修复图像的质量，对给定的观测图像u、

噪声图像f和噪声定义信噪比为(SNR)： 
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d d
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其中
1 1

d d , d d
| | | |

f f x y x y 
 

 
   。数值试验是 

采用Matlab软件编程，实验结果是在Intel core(TM) 2 

DUO CPU, 2.20GHz机器上运行实现。 

例1：研究大小为128 128 ，添加方差为12的白色

高斯噪声的Cameraman图像。初始图像，噪声图像，

用Chambolle对偶算法以及半光滑牛顿法复原的图像

依次图1所示。对于对偶算法和半光滑牛顿算法，正则

化参数 8  ，当两次迭代 np 和 1np  小于 510 时算法

终止。其中对偶算法时间步长 1 8t  。从图1中可以发

现这两种算法几乎有着同样的复原效果，并且可以看

出ROF模型具有保持图像的边缘特性。另外为了比较

我们提出的算法，我们绘出价值函数  v 与迭代次数

对应的曲线图。从图3的(a)中可以看出适当的选取
的值能改进算法的计算速度。 

例2：考虑在计算 nd 运用PCG预处理的情况。其

中图2中的(b)是添加了方差为10的dot图像，其大小为

100 100 。由于dot图像含有不同的像素块，因此该图

像也能很好的检验ROF模型的复原能力。很明显，半 

 

光滑牛顿法和对偶方法几乎有着同样的修复能力。从

图3中的(b)再次看出选择适当的 可以提高算法的计

算速度。同时我们也注意到了在用PCG预处理时，价

值函数的值数量级只能降到 210 。这有点不同于上面

的例子。这是因为在进行预处理时，有舍入误差产生。

但是用PCG解高斯牛顿方程(6)仅仅需要0.16秒，而直 

接求解则需要1.35秒。 

4. 结论 

本文基于ROF去噪模型提出一个对半光滑牛顿

法的修正阻尼高斯牛顿法。文中给出了算法的收敛性

结果并且指出适当的选取参数 可以提高收敛速度，

通过数值仿真可以看出该算法相比较于文献[6,7]具有

较快的收敛速度。 
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