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摘  要：本文研究含不定权的 Hardy-Sobolev 算子的特征值问题(不定权表示权函数 可以

变号，并具有非平凡的正部)，讨论了第一特征值的单一性、非第一特征值的特征函数的变号性和特征

值序列的无穷性。并证明了 Fučik 谱中非平凡曲线的存在性。 
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1. 引言 

本文研究如下 p-Laplcean 算子的特征值问题 

 

     2 2 2
div ,

0,

p p pu u a x u u V x u u x
xu

        
  

                         (1.1) 

其中1 , ,p N     是 N 中的有界域，且包含

原点。 是关于 Hardy-Sobolev 不等式的函数，即  a x

 
1 , 1

1 log ,

p

N

权函数  V x 是可以变号，但具有非平凡的正部。

设  1
locV L  ，定义    max ,0V x V x  ，且拆分 
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                        (1.2) 

定义泛函 

    2
:

p p
dJ u u dx a x u  

 
   

显然，  J u 在空间 中是属于 C1的。本

文的目的，就是讨论第一特征值的一些主要性质。 
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    1,
1 0: inf ; d 1

ppJ u u W V u x


    2. 特征值问题   (1.3) 

定理 1.1 设1 ， 都是第一特征值p N  ,u v 1 的

特征函数，则 线性相关的；若 u 是关于特征值但

非第一特征值的特征函数，则 u 是变号的。 

,vu

定理 1.2 设算子 

     2 2
div ,

p pL u u u a x u        

则 存 在  L u 的 特 征 值 序 列  n ， 使 得

lim nn



 。 

算子 L 的 Fučik 谱被定义为   中的集

合，且使得如下问题 

2,  

     1 1
, ,

0, .

p p
L u V u V u x

u
  

    

  x




 

具有非平凡解 。  1,
0

pu W 

定理1.3 算子 的Fučik谱 L u ,p  中存在非平

凡曲线。 

本文主要安排如下：在第二部分，证明算子 L 的

第一特征值的单一性和非第一特征值的特征函数的变

号性；在第三部分，证明算子 L 的 Fučik 谱中非平凡

曲线的存在性。 

有关问题(1.1)，在 0  的情况下，文献[1]已经

得出了以上性质，其中 V 是有界的。在不同的可积条

件下，文献[2,3]讨论了不定权问题，但没有完全得出

以上性质。在[4]中，Cuesta 假定了一个很强的条件 

 sV L  ，其中
Ns
p

 。文[5,6]中假定 0, 1V   ,  

也得到以上性质。 

本节讨论特征值的单一性、特征值序列的无穷性

和特征函数的变号性。这先需要以下几个引理。 

引理 2.1 ([7]) 设 n   是有界域， 

   1, p
nu W  弱收敛于 u，且在 中满足  D 

 n nL u f g n   

其中，在 1, pW  中 nf f ， ng 是一个 Ladon 测

度有界数列，即 

 , ,n K cg C C   


,     

则 存 在 一 个 子 列 ， 仍 记 之 为  n ， 使 得

   n nu x u x  在 内几乎处处成立。 

引理 2.2[8] 假定 nf f 几乎处处成立，且对任意

n 和 0 p  满足 n pf C   ，则 

 lim
P p p

n n pp pn
f f f f


    

引理 2.3 映射 d
p

u V u


  x 是弱连续的。 

证明 文献[3]中给出了1 的证明，在此只

证明

p N 

p N 的情况。不难看出， 1 d
p

u V u x


  是弱连

续的。由于 是紧的，则对于1 存在有限个闭

球

i  k
 ,i iB x r 可以覆盖 ， i ix x r  时，有 

 2ln

N
N

i
i

Rx x V x
x x


 

    
       (2.1) 

和 

 2ln , 0.

N
N

j
i

Rx x V x r
x x k

 
     

 

定义  1: k
j j ,A B x r  ，则根据文献[9]中的不等式 

 1,
0

1
d d ,

log

NN
N N

N
N

uNu x x u W
N Rx

x

 

    
   

  
 

                           (2.2) 

有 

2 2d , d
N N

.N N
nA A

V u x c V u x c        (2.3) 

其中
1

Nc
N




。根据(2.1)， 满足 1
2 \V L A  

2 2\ \
d

N N
nA A

V u x V u x
 

  d .           (2.4) 

根据(2.3)和(2.4)，映射 d
pu V u


  x 是弱连续

的。 

证明定理 1.1 本证明分为三部分。首先证明(1.3)

中的 1 是可达的。定义流形 

  1,
0: ; d

ppM u W V u x


1 .     

令 是 M 中的一个序列，使得nu   1nJ u  。由

于  1,
0

pW  是自反的，则 nu 存在一个子列，仍记之

为 nu ，使得 

 1,
0, in ; , a.e. in .p

n nu u W u u     

对于 n，选择 un使得 

  2

1
inf ,n nM

J u J u
n 

     
  

 

则根据 Ekeland 变分原理，存在子列 ，使得 nu
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       1 1
, , ,n n n n n n .J v J u u v J v J u v u u M

n n            

参照[10]，由以上三式直接计算可得 在(2.5)中令 ，则根据极限可得 

    2 1
d .

p
n n n nJ v w J v V v v w x C w

n 



    (2.5) 

根据引理 2.1， nv 存在一个子列，仍记之为 nv ，使

得 

 1,
0, in ; , a.e. in .p

n nv v W v v      

由于
2p

n nv v  在   NpL   中有界，其中

1 1p p 1，则 

  

2 2

2 2

a.e. in

in

p p
n n

Np p p
n n

v v v v

v v v v L

 

  

     

     
 

 

n 

   2 2

1 0,
p p

pv a vx v v v v D         

观察到 时有 n 

d d 1
p p p

d 1.V v x V v x V v x  
n n  

       

理利用 Fatau 引 ，可知 0v  1，即 是可达的。 

其次，证明 1 是单一的。设 , 为 1 所对应的两

个特征函数，令函数列 

    , 0Cn   C   ，在  1, pW  中 n  ，且

n   在  中几乎处处成立，则 

        1 1d d 0
pp p

n nn
x V x a x V x     

 
                  (2.6) 

考虑函数

lim
p a   

1

1

1
:

p
p

nw v
n




    
 

， 

显然 。代入(2.6)式可得  1,
1 0

pW  

  

1

2

1 1
d .

1 1

p

p
pp n

n p

vV a x x v v
v vn n


  





 

                         

  dx


。               (2.7) 

根据(2.6)和(2.7)，可得 

   2

1
0 lim d lim , d , d 0

1

p
p p n

n npn n
v v x L v x L v x

v
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   n

 
  

                      

   。 

其中 



   
1

2

1
, : 1

p p
p p p

p p

u uL u v u p v p u v v
v v




          

Nr
p

由 Fatau 引理，存在 和 N 中的一个零测 

度闭子集 S，使得 是连通的，且\ S  loc \rV L S  。

0因此  1, \C S    ，即 ,  线性 。

这也就

相关或成比例

说明了 1 是单一的。 

最后，证明特征值但非第一特征值所对应的特征

函数的变号性。设 1,u 分别是 1 和 所对应的特征函

数，则在  D  中 1,u 分别满足 

1
1 1
pa V x    1 ,p x     

   2 2p p
pu a x u u V x u u     。      (2.9) 

利用反证法，假设 u 不变号且 0  ( 0uu   同理

可证)。设序列 n cC   使得 1lim nn
 


 。 试验  考虑

函数 1 1w , 2 1
1

p
n

pw
u

n





  
 

 ，不难验证， 

 1,
1 2 0, pw w W  。 

将 代入(2 代入(2.9)，则 1w .8)， 2w1
1
p       (2.8) 

  x  1 1 1d d 0,
p px V a x x   

 
                                 (2.10) 
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  0 。 

定义算子 

  2

1, : .
p

p p
p

uR u v u v v
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    1 1,, \ 0 pu v C W   ，若 ，则 0, 0u v 

 ,R u v   , 0L u v  ；当且仅

立。由于

。 

由文献[2]的 Theorem 1.1，对于所有的 

当 等号才成,u v 成比例，

 , 0R u v  ，则 

   

1p
 

d ( d 0
1

p p
n n

ux V x a x x
u

n

   
 

 
      

  
 

  。                       (2.11) 

用(2.11)减去(2.10)，再关于 取极限可得 

但这与

；  A其中 A 是 M 的闭子集，且满足n 

   1 1 d 0pV x x  


   

1  矛盾。因此，非第一特征值对应的特征

函数是变号的。 

证明定理 1.2 令 J
 是 J 关于流形 M 的限制，定义 

 
 inf sup ,k A n u A

J u


 
  

A A  是

A 的 Krasnosel’ski 亏格。先证明 J
 在水平 k 上满足

(PS)条件。设 nu M ，满足  n kJ u  ，且 

     2
, d

p
n n n n 1J u J u u u V x o  


  。  (2.12) 

由于 有界，则 存在一个子列，仍记之为 ，

使得在

nu nu nu

 1,
0

pW  内 。鉴于n u u 0k  ，可以假定

   。利用引0nJ u 理 2.3 和(2.12)，可得 

          2 2
, d

p p
n n n n n n 1J u J u u u J u u u u u u u V x o  

  


       

但由于 

  2 2
d 0

p p
n n nu u u u u u V x  


   ,

根据引理 2.1 和引理 2.2，则有 

   1,1, 1,

0, 0, 0,

1 , 1n n
n n pp p

p p p

u u u uu u u u o o
x x x


        

因此，有 

           

     

2 2

1,

1 ,

d d 1

p p
n n n n n n

p p
n n n p

o J u J u u u J u u u u u u u V

u u x a x u u x o C u u o

  



  



 

       

        



 
 

d

1

x

根据 流形上经典的临界点理论[11]可知，1C k 是

J 在 M 临界点。由于上的 0
k kc  ( k 是算子  0L u

的特征值 此)，因 lim nn



  。 

3. Fučik 谱 

本节采用文[6,12]的方法，证明算子 L

,p 

的 Fučik 
 

谱 中非平凡曲线的存在性。考虑泛函 

   d d
p p p

s u d ,J u u x a x u x s V
  

        x

不难看出，   1 1,
0

p
sJ C W    。设 sJ 关于流形 M

的限制为 sJ ，研究其临界点。根据

存在 t

Lagrange 乘子法，

当且仅当 ，对任意 1,
0

Pv W ，都有 

 2 2 1d d d
p p p

uu u v x a x u uv x s V v x t V u uv x  

   
           2

d
p             (3.1) 

成立，则 是v M sJ 的临界点。这意味着 
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         1 12

0

p pp
p xu a x u u s t V x u tV x u

xu


        

  
 

  ,, ps t t  弱成立，即 。在(3.1)中取 ，可知

t 是
v u

sJ 的一个 在临界值。因此， ,p  中，穿过  ,0s 的

对 角 线 的 平 行 线 上 的

  s s

点 ， 正 好 满 足 形 式

  ,s J u J u  ，且 u 是 sJ 的临界点。 

第一个临界点可通过全局最小得到，实际上，由于 

  1 1d d
p p

sJ u u x s u x 
 

     s  

对任意 成立，且



u M 1u  时，   1sJ u s  。由

此可

引理 3.1 函数

得引理 3.1。 

1 是 sJ 的全局极小点，且 

  11sJ s   ； ,p  中的相关点为  1 1, s   ，它位

于通过  1 1,  的垂线上。 

该引理的证明由以上叙述直接可得。 

引理 3.2 令 00 1, p
nv W  0nv  几乎处满足 处成

立，且测度 0 0  ，则 nv

  d
lim .

n n

p
        (3.2) 

d

p p

n
n

v a x u x

V u x






  


证明 令 ,n nw v v V p ，采用反证法，假定n

 p p
n nw a x w

 
   具有有界子 。根据不等式

(2.2)， 在 中有界。因此，在

列

nw  1,
0

pW   ,pL V 

  d lim d

lim d 1 d 1,

pp
nn

p p
nn

V x w x V w x

V w x V w x

 

 

 

 



   

 

 
 

 0, d 1pw V X w x


  。因此，对于某些 0 则有 ，

若 0w    ，则对于足够大的 n ，可推出

2
2nw   。但这和假设 0 0nv  盾。因 相矛

(3.2)成立。 

此

sJ 的 点可由第二个临界 引理 3.3 得出。 

引理 3.3 是 sJ1 的严格局部极小，且满足

 1 1sJ   

中

强收敛 有鉴于 nw w 成立。

； ,p  中的相关点为  1 1,s  。 

证明 参照文献[12]的 Prop 2.3，仍旧采用反证法。

假定存在一个序列 nu M ，且在 中满足  1,
0

pW 

 1 1 1, lim , .n nn
u u Js nu  


      

由于 nu



1 0 则在某 0nu   。如， 邻域内定有

0nu  在 内几乎处果 处成立，则 

    1s n n nd d .
p pJ u u x a x u x 

 
     

于

 

但由  n s nu J u1 1    相矛 就说明了，

时， nu 会变号。 

 盾。这

当 n 足够大

令 

 d d
,

d

p p
n n

n p
n

u x a x u x
r

Vu x

 

 





 

 


 

则有 

     

  1

d d d d

d d .

p p p p
s n n n n n n

p p
n n n

d
p

J u u x u x a x u x a x u x s V u

r s Vu x Vu x

 



   

    

 

 

      

  

    
 


 

x

 

另一方面， 满足山路几何。详细的论证是个标准过程，恕不赘述，

感兴趣的读者可参阅文献[12]。令 0n   1 d dp p
s n n nJ u Vu x Vu  

 
    ，且对于

1,
1 0, pu B W  

x

可得
，有 

 结合上述两个不等式， 1nr s  。又由于

 中有 nu
在

pL  1  ，因此测度 0 0nu   。根据引

理 3.2， nr  ，这和 1nr s  相矛盾。 

证明定理 1.3 类似于定理 1.2 的证明，可知  sJ u

满足(PS)条件。根据 nd变分原理，不难验证Ekela  sJ u

   , ,1 1 0s sJ u J 

则对任意 0

u B M        (3.3) 

0  

 
，有 

  s sJ  1 11, p
M uinf ;J u u         (3.4)  

令 
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     1,1 ; γ 1 1C M  1 1γ ,          

由于满足山路几何，因此存在 1,
0

pu W ，使得 

  

   0, ,S sJ u J u    c

 

         (3.5) 

如此，对每个 ，可得到

其中 c 满足

   
γ

inf sup sc s J u


  

0s  ,p  中一条非平凡曲线
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