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Abstract: The main goal of the present paper is to generalize the replacement lemma on M-characters to the 
relative M-characters. It is proved that if L K  are normal subgroups of a finite group G such that K/L is 
commutative of odd order, then every relative M-character of G with respect to L is also a relative M-charac-
ter with respect to K. In particular, if G is an M-group with a meta-commutative normal subgroup K of odd 
order, then G is a relative M-group with respect to K. 
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摘  要：本文主要目的是将 M-特征标的替换引理推广到相对 M-特征标的情形，证明了如果 均为

有限群 G 的正规子群使得 K/L 为奇数阶交换群，则 G 的每个关于 L 的相对 M-特征标也是关于 K 的相

对 M-特征标。特别地，如果 G 为 M-群且 K 为 G 的一个奇数阶亚交换正规子群，则 G 也是关于 K 的

相对 M-群。 

L K
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1. 引言 

本文所讨论的群均为有限群，特征标定义在复数域上，所使用的符号及术语均按文献[1]。特别地，对任意

群 G，记 Irr(G)为其所有不可约特征标的集合。如果  Irr G  可从某个子群的线性特征标来诱导，即 G  ，

其中 且 为线性特征标，则称H G  Irr H   为 G 的一个 M-特征标。进而，如果 G 的每个不可约特征标均为

M-特征标，则称 G 为一个 M-群。 
熟知 M-群是可解群的一个重要群类，包含了很多难题和猜想。例如，关于 M-群的一个著名的公开问题是：

奇数阶 M-群的正规子群是否仍为 M-群？目前最新的进展是 Loukaki 证明了当 G 仅含两个素因子时，该猜想成

立，见文献[2,3]。 
事实上，在 M-群的研究中，最主要的困难是难以控制 M-特征标  的“诱导过程”，即上述子群 H 在群 G

中的位置很难确定。为此，人们经常使用的是一个替换技术(见文献[4]中引理 4.1)，其意义在于可将 M-特征标 
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的线性诱导放在一个指定的交换正规子群的上方。 

定理 A (M-特征标的替换引理) 设 G 为群，  Irr G  ，使得 G  ，其中 H G 且 为线性特征

标。如果 A 为 G 的一个交换正规子群，则存在 G 的子群 和线性特征标

 Irr H 

1H  1 Irr H1  ，使得 G
1  且 ，

即可将 M-特征标

1H A

 的线性诱导过程从 H 替换为 。 1H

另一方面，相对 M-特征标的技术也大量出现在 M-群的研究中。固定群 G 的一个正规子群 L，称  Irr G 
G为 G 的一个关于 L 的相对 M-特征标，如果存在 G 的子群 H 包含 L，以及某个 ，使得 Irr H    且

。进而，如果每个 均为关于 L 的相对 M-特征标，则称 G 为关于 L 的相对 M-群。  Irr LL   Irr G 

从定义不难看出 M-特征标恰为关于平凡子群{1}的相对 M-特征标。当 A 是 G 的一个交换正规子群时，则

上述替换引理表明 M-特征标亦可等同于关于 A 的相对 M-特征标。特别地，我们有 G 为 M-群当且仅当其为关

于 A 的相对 M-群。有关相对 M-特征标和相对 M-群的更多性质，可参考文献[1]。 

类似地，为了控制相对 M-特征标的诱导过程，我们猜想下述关于相对 M-特征标的替换引理仍然成立。 

猜想 B (相对 M-特征标的替换引理) 设 L 为群 G 的一个正规子群，  Irr G  为关于 L 的相对 M-特征标。

如果 K 也是 G 的正规子群，使得L 且 K/L 为交换群，则K  为关于 K 的相对 M-特征标。 

在上述猜想 B 中，取 L = {1}即得定理 A，由此表明相对 M-特征标的替换引理包含了通常 M-特征标的替换

引理。 
本文主要结果是在“扩张条件”(即 L 有一个不可约分量可扩张到 K 上)和“奇数条件”(即 K/L 为奇数阶

群)下，分别证明了上述猜想 B 都是成立的。作为应用，我们得到了一个 M-群何时又是相对 M-群的条件。 

2. 预备 

我们首先需要可扩张的特征标的一个基本性质。 

引理 1 设 N 是群 G 的一个正规子群，使得 G/N 为交换群。如果  Irr N  可扩张到 G 上，则其上方的每

个特征标 Irr G   均为 的扩张。 

证明：设 为 Irr G   的一个扩张，根据 Gallagher 定理(见文献[1]推论 6.17)，则任意 Irr G   均形如

  ，其中 为 G/N 的线性特征标，此时 N N N N       ，即 为 到 G 的一个扩张。证毕。 

下述为特征标“上升定理”的一个等价表述。 

引理 2：设 K/L 为 G 的一个 Abel 主因子，  Irr L  ，满足  GG I  K ，则下述之一成立： 

1) K 不可约。 

2)  可扩张到 K 上。 

3)  关于 K/L 完全分歧，即 K e  ，其中  Irr K  且 2 K : Le  。 

证明：见文献[1]习题 6.12，证毕。 
最后，我们还需要一个有关 Isaacs 特征标五元组的结果。 
引理 3：设  G,K, L, ,  为一个特征标五元组，即L K 均为群 G 的正规子群，使得 K/L 为交换群，  Irr L 

和 均为 G-不变的，并且 Irr K   和 关于 K/L 为完全分歧的，亦即 K e  且 2 K : Le  。如果 K : L 1 为

奇数，K/L 为 G 的主因子，并且存在子群 H 满足 HK = G 和H K L  ，则对任意  Irr H  ， G 可约。 

证明：文献[5]定理 9.1 的直接推论。一个较为简洁的证明见文献[6]推论 1.5，证毕。 

3. 主要结果 

我们首先在特征标的扩张条件下，证明猜想 B 是成立的。 

定理 1：设 均为群 G 的正规子群，K/L 为交换群，并且L K  Irr G  为关于 L 的相对 M-特征标。如果 

在 L 上的限制 L 有一个不可约分量 可扩张到 K 上，则 Irr L   也是关于 K 的相对 M-特征标。 
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证明：根据相对 M-特征标的定义，存在 G 的子群 H 包含 L，以及某个  Irr H  使得 G  且  Irr LL  。

从 Clifford 定理可知  在 L 上的限制 L 的所有不可约分量(显然包含 L )均和 共轭，而 K 是 G 的正规子群，故

这些不可约分量都能扩张到 K 上。简单计，不妨记 L  ，设 X = KH 和Y K H  ，令 X  ，则 G G    ，

表明  Irr X  。再令 Y  ，从 L L    不可约，可知  Irr Y  ，并且存在某个  Irr K  既在 的下方，

同时又在  的上方。因为 K/L 为交换群，并且 也在 的上方，根据引理 1，可知 亦为 的扩张，导致 Y 不

可约，只有 Y  。 

令  XT I  为 在 X 中的惯性群，设  Irr T  为 关于 的 Clifford 对应，即 在 的上方，并且 X  。

此时    KX
YK

   ，再应用 Clifford 定理计算内积得到 

[ , ] [ , ] [( ) , ] [( ) , ] [ , ] [ , ] 1X K K
K K K Y Y                 , 

迫使 K  。但  GG X G      ，故  为关于 K 的相对 M-特征标，证毕。 

在定理 1 中取 L = {1}，则可推出定理 A，表明 M-特征标的替换引理本身即蕴含着“扩张条件”。此外，

在下述“奇数条件”下，使用定理 1 可证明猜想 B 仍然成立。 

定理 2：设 均为群G的正规子群，K/L为交换群，并且L K  Irr G  为关于 L的相对M-特征标。如果 K : L

为奇数，则  也是关于 K 的相对 M-特征标。 

证明：因为  是关于 L 的相对 M-特征标，从定义可知存在 G 的子群 以及某个 使得H L  Irr H  G 

且 。记 Irr LL  L  ，我们分以下三步完成证明。 

1) 可进一步假设 KH = G 且 。 K H L 

事实上，我们令 KHX  和 ，再设K HY   X  ，则 G G    。注意到  Y LL
    不可约，故 Y

也不可约，表明  Irr X 

H

也是关于 Y 的相对 M-特征标。又因为 K/L 为交换群，而 ，故 Y 在 K 中正

规。但 显然在 H 中正规，故 Y 必然也在

L KY 

KY   KHX  中正规。此时 K : Y 亦为奇数，因此，如果我们能证

明 是关于 K 的相对 M-特征标，即存在子群 J 和  Irr J  ，满足 K J X  且 及 Irr KK  X  ，则

 GG X G      ，表明  也是关于 K 的相对 M-特征标，即所证结论成立。所以，为简化记法，我们可将

X 和 Y 分别用原先的 G 和 L 替代，即进一步假设 G =X = KH 且L K HY   。 

2) 可假设 K/L 为 G 的一个主因子。 

我们对 K : L 做归纳。当 K = L 时，所证结论显然成立。假设 K/L 不是 G 的主因子，则存在 G 的正规子群

N，使得 L < N < K。此时 N : L K : L ，并且 N : L 仍为奇数，故由归纳假设可知  是关于 N 的相对 M-特征

标。接着，从 K : N K : L 仍为奇数，再次使用归纳假设即可推出  也是关于 K 的相对 M-特征标，故所证结

论成立。因此，为证本定理，我们可进一步假设 K/L 为 G 的一个主因子。 

3) 使用特征标的上升定理完成证明。 

因为 L  ，即 可扩张到 H 上，故 必然是 H-不变的，表明  GH I  。再从结论(1)中的 KH = G 可知

G ( )KI G  ，结合(2)及特征标的上升定理(即本文引理 2)，则出现下述三种情形之一： 

a)  可扩张到 K 上。在此情形下，使用定理 1 即得所证。 

b) K 不可约。此时使用结论(1)，则    KG
K LK

K      ，故 K 亦不可约，从而  即为关于 K 的相对

M-特征标，表明所证结论成立。 

c)  关于 K/L 完全分歧，即 K e  ，其中  Irr K  且 2 K : Le  。此时  G,K, L, ,  恰为一个 Isaacs 意

义下的特征标五元组。由于 K : L 1 为奇数，故从引理 3 推出 G  可约，该矛盾表明这个完全分歧的情形不

能出现。证毕。 
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在研究 M-特征标时，在很多约化情形可出现一个类 2 幂零的正规子群(特别是正规的超特殊 p-子群)，这类

子群显然都是亚交换群。作为定理 2 的一个应用，我们有： 

定理 3：设 K 为群 G 的一个亚交换的奇数阶正规子群，则 G 的每个 M-特征标均为关于 K 的相对 M-特征标。

特别地，如果 G 为 M-群，则 G 也是关于 K 的相对 M-群。 

证明：因为 K 亚交换，故 K 的导群 K'是交换群。令 L K ，任取  为 G 的一个 M-特征标。由于 L 为 G

的交换正规子群，从定理 A 可知  也是关于 L 的相对 M-特征标。但 K/L 为奇数阶交换群，再使用定理 2，即

可推出  亦为关于 K 的相对 M-特征标。证毕。 
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