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Abstract: The article presents the long time behavior of solution for the generalized BBM equation on un-

bounded domains . First, the existence and unique of the solutions on unbounded domains  (n > 1) 
was proved by the Galerkin method and the method of the domain approximate. Secondly, operator decom-
position method and the compactness of the weighted norm as well as 

nR nR

kuratowskii - the non-compacted 
measure are applied to study the smooth property of the solution. Finally, the existence of the global attractor 

for the corresponding semi-group on unbounded domains 2 ( )nH R  was proved. 
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摘  要：本文研究了无界区域 上推广的 B-BBM 方程的长时间动力学行为。首先，利用 Galerkin 方

法和对区域做极限的方法，验证了在无界区域 (n > 1)上解的存在唯一性；其次，通过算子分解技巧

和加权范数的紧性以及

nR

wski

nR
kurato i - 非紧测度，讨论了解的渐近光滑性；最后得到了该方程在无界区

域 2 ( )nH R 上整体吸引子的存在性。 
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1. 引言 

BBM 方程是一类重要的非线性发展方程，它最初起源于 Benjamin、Bona、Mahony 在水波研究中建立的模

型 

   1 2 0u uu u     

如果考虑粘性和耗散作用(如湍流)，则对应的模型方程推广为文献[1]中的 Burgurs-BBM 方程， 

     1 2 2 2 0u uu u u u         . 
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文献[2]中证明了如下有阻尼的 GBBM 方程的整体和指数吸引子的存在性， 

   u u b u F u u h x         . 

本文考虑无界区域 上推广的 B-BBM 方程的初值问题  1nR n  
   2u u u u u F u h x            ，       ,nx R t R  ;         (1) 

   0,0u x u x .                              nx R .               (2) 

其中  1 2, ,...
T

nx x x x ， 表示关于空间变量 x 和时间变量 t 的实值函数。常数 ,u x t , , 0    ，为 n 维 Laplace

算子。 ，h 为给定函数。 u 表示 u 关于 t 的一阶导数。 0u 

 uF 为 u 的实值向量函数。       1 , nu u F F F u ，定义
1

n
i

i ix


 


FF 且满足[2]： 

 1A  。  0 0, 1, 2,i   F i n

 2A  为二阶导数连续的函数，即, 1, 2,i i  F n  2 n
i C RF 。 

 3A      , 1, 2, .i i

d
s F s i

ds
  n if 满足：      0 0, 1

m

i if f s c s   。 f

当 时， ；当 时，2n  0 m   3n 
2

0
2

m
n

 


。 

   ,2 记 s n s nR H R , du v uv x，用   ，nR  1 2
,u u vH 分别表示 2 nL R 中的内积和范数，

s

ss

u
u

x





表

示  s nH R 中的范数。 

2. 解的存在性 

定理 2.1 设    1 3A A 满足， ，   2 nh x H R  2
0

nu H R ，则方程(1) (2)存在唯一解     2; nu t L R H R  ，

且有 。   u t L  2; nR H R 

该定理利用 Galerkin 方法和对区域作极限的方法证明，在此不作详细陈述。 

3. 有界吸收集的存在性 

引理 3.1 假设    1 3A A 满足，    2 nh x H R ，  1
0

nu H R ，则方程(1)(2)的解     1; nu t L R H R  ，

且  1 1 0,t  1 1t t    时，有
2 2

11
u u E  。 及下文中的1E  1, 5 iE i 皆为常数。 

证：用 u 与(1)式做内积得 

      2 2 2 2 2

1 1 2

1
, ,

2 d

d
u u u u u F u u h

t
         u . 

因为       
1 1

, , ,
n n

i i
i i

F u u f u u u
 

       
  
  1 0

 


s，其中 。    
0

d
u

i iu f s  

则  2 2 2 2 2 2

1 1 2

1 1

2 d 2 2

d
u u u u u h u u h

t

  


       2
。 

因为
2

2
0u  ，取 1

2
min ,c




   
 

， 

   2 2 2 2

11 1

1

d 2

d
u u c u u

t
 


    2

h

3

. 

由 Gronwall 引理得证。 

引理 3.2 假设    1A A 满足，    2 nh x H R ，  2
0

nu H R ，则方程(1)(2)的解     2; nu t L R H R  ，

且  2 2 0,t  2 2t t    时，有
2 2

21 2
u u E  。 
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证：用 与(1)做内积得 u

    2 2 2 2 2

1 2 2 1 3

1
,

2 d

d
u u u u u F u u h

t
         

2
u .              (3) 

因为 

       2

2 2
1 1

, d d
4

n n

n n

i iR R
i ii i

u u
2

F u u f u u x f u x u c u u
x x


 

 
      

    [2]. 

代入(3)式得  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

11 2 1 2 3 2 2 2

1
:

d 2 4 4 2

d
u u u u u u h u u h

t

    


         
1

K


.          (4) 

因为
2

3
0u  ，取 2 min 2 ,c




   
 

， 

 2 2 2 2

21 2 1 2
)

d

d
u u c u u

t
  c    . 

由 Gronwall 引理，得证。 

引理 3.3 假设    1 3A A 满足，    2 nh x H R ，  2
0

nu H R ，则方程(1) (2)的解     2; nu t L R H R  ，

且  2 2 1t t    时，有
2

33
u E 。 

证：用 与(1)做内积，得 2u

     2 2 2 2 2 2

2 3 3 2 4

1
, ,

2 d

d
u u u u u F u u h

t
           2u .            (5) 

由引理 3.2 

       22 2

4 4
1 1

1
, d d

4
n n

n n

i iR R
i ii i

u u
4

F u u f u u x f u x u c u u
x x 

 
      

    . 

代入(5)式有 

 2 2 2 2 2 2

22 3 3 2 4

1 1
:

2 d 2 2

d
u u u u u h

t
       

1
K . 

因为
2

4
0u  ，于是取 3 min ,c




   
 

， 

   2 2 2 2

32 3 2 3d

d
u u c u u

t
     2K .                              (6) 

由(4)式得  2 2 2

11 2 3d

d
u u u

t
   K 。积分上式得          12 2 2 2

11 2 3 1
1 1 d

t

t
u t u t u s s K u t u t 


      

2

2
。

由引理 3.2 知，  1 2

33
d

t

t
u s s K


 。对(6)使用一致 Gronwall 引理，得证。 

引理 3.4 若引理 3.1 成立，则     1; nu t L R H R  且
2 2

41
u u E   。 

证(1)式对 t 求导后，再与 u 做内积 

    2 2 2 2 2

1 1 2

1
, 0

2 d

d
u u u u u F u u

t
               . 

因为 

          

   

2

1 1 1 1

2 2

1 1 1
1 1

, , ,

                  .

n n n n

i i i i
i i i ii i i

n n

i i
i i

u u u

i

u
F u u f u u u f u u f u u f u u

x x x

f u u u f u u u c u c u u

   

 

        
                       

   

   

 

       

      

x
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则  2 2 2 2 2

1 1 2 1

1

2 d

d
u u u u u c u u c u

t
              2 。 

因为
2

2
0u  ，所以 

   2 2 2 2

41 1d

d
u u c u u

t
       . 

由 Gronwall 引理得证。 

引理 3.5 若引理 3.2 成立，则     2; nu t L R H R  且
2

52
u E 。 

证：用 与(1)式做内积，得 u 

  
  

2 2

2

52 4 2

,

         .

u h u u u u F u u

h u u u u F u u c u

  

 

        

       

  

 
2


 

故得
2

52
u E 。 

综上所述，若    1 3A A 满足，    2 nh x H R ，  2
0

nu H R ，则方程(1) (2)存在唯一解 

，且有  2;u t L R H    nR     2; nL R H R  u t  。定义解算子  S t ：  0u u t 。由以上引理，可得。 

2 n   3 n定理 3.1 解算子 在 S t H R 上是连续的并且存在有界吸收集 B H R 。 

4. 解的光滑性 

设 ，   2 nh h x L R     0
n

L x C R  ， 0 1L  满足 

 
1, ;

0, 1 ,
L

if x L
x

if x L


  
 

 

则对 ，使得    0,1 , 0L    

 
2

, Lh h h h       ;  
2

, LF F F F          ; 

设 u 是下列方程的解 

   2u u u u u h h F F                     ;                  (7) 

  0,0u x u  .                                                      (8) 

记        1 0 2 0 0 1,S t u u v S t u S t u S t u        0 ，且 v 是如下方程的解 

2v v v v v h F                  ;                               (9) 

 ,0 0v x  .                                                      (10) 

定义 4.1 Banach 空间中集合 A 的 kuratowskii - 非紧测度定义为 

    infA d d A d   . 

其中 为 A 的有限覆盖的小球的直径。且 d A      A B A    B 成立。若是 A 紧集，则 (参见文

献[3])。 

  0A 

引理 4.1 设    1 3A A 满足， ，   2 nh x L R  2
0

nu H R ，则  0, 0,1c     ，使得 

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3
,  ,  u u c u u c u u             c . 

并且 有   * *0,1 , 0, 0t t t      
2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3
,  ,  u u c u u c u u      c           . 
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证：用u 与(7)式做内积，得 

   2 2 2 2 2 2

1 1 2

1

2 d 2 2

d c
u u u u u h h F F u c u u

t          
                . 

   2 2 2 2

11 1d

d
u u c u u

t     c      . 

由 Gronwall 引理，有 

   2 2 2 2

0 0 111
1

exp t
c

u u u u c
c


       .                       (11) 

故 ，使得 0c 

 2 2

1
, 0u u c        ,1 . 

 3 1 0t   ，当  3 1t t  时，使得 

   2 2

0 0 11
exp tu u c    . 

所以  *
3 1t t   ，

2 2

1
u u  c   。 

u 与(7)式做内积，得 用 

   2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 3 2 2 2

1

2 d 2 2

d c
u u u u u h h F F u c u u

t          
                ;  (12) 

   2 2 2 2

21 2 1 2d

d
u u c u u

t     c      .                       (13) 

由 Gronwall 引理，得 

   2 2 2 2

0 0 21 21 2
2

exp t
c

u u u u c
c


       . 

故 ，使0c 
2 2

1 2
u u   c ，当  4 2t t  时，使得 

   2 2

0 0 21 2
exp tu u c    . 

故  4 2t t   ，
2 2

1 2
u u  c   。其中 1 2 1 2, , ,c c   分别与引理 3.1、3.2 和 3.3 中取法相同。 

2u 与(7)式做内积得 用 

   2 2 2 2 2

2 3 3 4 2 4 4

1 1

2 d 2 2

d c
u u u u u h h F F u u

t                       ; 

   2 2 2 2

12 3 2 3
2

d

d
u u c u u

t     c      . 

又由(12)，有  2 2 2

1 2 3d

d
u u u

t     c 。积分此式得 

         12 2 2 2

1 2 3 1
1 1 d

t

t
u t u t u s s c u t u t 


      

2

2
. 

故  1 2

3
d

t

t
u s s c


 。由一致 Gronwall 引理，有

2 2

2 3
u u  c  。进而存在  5 4 2 1t t   ， ，有 5t t 

2 2

2 3
u u  c   。 

为了证明空间嵌入的紧性，我们引入加权范数 xv ， x v ， x v 。 

引理 4.2 假设    1 3A A 成立，  2
0

nu H R ，则   0c   ，使得 
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 2 2 222xv x v x v c         .                           (14) 

证：用 2 2 2x v x v v      与(9)式各项做内积，得 

   2 22 2 222 21
2 2

2 d
, 2v v

d
xv x vx xv x v v

t                        v v ; 

   2 22 2, 2 2 , 2v x v x v v x v v xv x v v                          
2

; 

  2 22 2, 2 2v x v x v v xv x v v                 
2

; 

     2 22 2 2, 2 2 , 2 , 2v x v x v v xv v v v x v v x v                           
2

; 

       2 2, 2 2h F x v x v v xh x F xv xh x F x v h F v                              . 

由于当 时，*t t ,u u 在  3 nH R 中有界，从而当 时，v*t t  在  3 nH R 中有界，h ， F 有界。由此可得 

       2 2
1 2 3, 2h F x v x v v c xv c x v c v                     . 

综合以上各式，整理得 

 
   

2 2 2 22 2

2 2 2 2

1
2 2

2 d
1 1

1 2
2 2

d 2

.

xv x v x v v x
t

x v v xv v c

   

   

   

    

       

        

v
 

取 ，有 4 0c 

     2 2 2 2 2 2 22 2 2
42 2 2

d

d
xv x v x v v c xv x v x v c

t                        . 

由 Gronwall 引理即得(14)式成立。 

引理 4.3 设 1, , 1s s s s 为整数，则     1 2; 1 dss n nH R H R x x 到  1s nH R 是紧嵌入[4]。 

定理 4.1 解算子 是渐进光滑的。  S t

证：由引理 4.2 和引理 4.3 知，方程(9)(10)所确定的  2S t 在  2 nH R 上紧， 有界，有 

。由引理 4.1 有 

 2 nB H R 

  2 , 0,dist S t B t    0

 1 0 * 0, ,S t u t t u B     . 

因此            1 2 1, , , ,S t B S t B S t B S t B         。从而   
0

lim , 0
t

S t B


 。即 是渐近光滑的。  S t

5. 整体吸引子的存在性 

综上所述，可得如下结论 

引理 5.1 假设 X 为 Banach 空间， 是 X 上的连续算子半群，若  
0t

S t


  
0t

S t

是渐近光滑的且有一个有界

吸收集，则 有一个整体吸引子，它是 X 中的紧不变集，吸收 X 中的每一个有界集[5]。   
0t

S t


定理 5.2    
0s t s

A B S t B  S t
 

  是 在  2 nH R 中的紧吸引子，其中闭包是在  2 nH R 取的，是  S t 在

 2 nH R 中的有界吸收集[3]。 
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