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Abstract: The point of view of “infinite aggregate is finished object” on “actual infinity” must be eliminated. 
The meaning of infinite to use is has not the end. The infinity meant constant is the false infinity which have 
not exist in real world. The set of natural number is an ideal set which is a limit quality set and could not be 
end to constitute by mankind. The meaning of infinite decimal to use is the simple writing of infinite sequence. 
The ideal real numbers are all the limit of Cantor’s fundamental sequence. The calculation of addition, sub-
traction, multiplication, division is the limit property calculation. 
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摘  要：“无穷集合是完成了的事物”的实无穷观点必须取消；无穷的实用意义是“无有穷尽、无有

终了的”。常量性无穷大是不存在的假无穷。自然数集合是一个极限性质的、不能被人构造完毕的理

想集合。无尽小数的实用意义是无穷数列的简写。所有理想实数都是康托尔基本数列的极限。理想实

数的加、减、乘、除运算是极限性质的运算。 
 

关键词：无穷；无穷集合；无尽小数；理想实数；全能近似实数 

1. 引言 

从芝诺(Zeno)到现在，涉及无穷的悖论、难题多得不可胜数。文献[1]中讲到：“实无穷论者认为，无穷(在

数学中表现为无穷集)是一个现实的、完成的、存在着的整体，是可以认识的。潜无穷论者否定实无穷，认为无

穷并不是已完成的而是就其发展来说是无穷的，无穷只是潜在的”[1]。康托尔认为“数学理论必须肯定实无穷”，

但这样建立起来的实数理论与集合论、非标准分析都有问题。本文从具体实践出发，讨论一下无穷的正确概念

与实无穷观点违背实践的情况。由此出发改善了实数理论与集合论，提出了实数的四则运算法则。 
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2. 无穷二字的原有概念及其初步应用 

“无有穷尽”简称为无穷或无尽，它是反映数量研究中一种现象、一种事实的成语。例如，根据自然数的

继数公理，自然数集合中元素个数是无有穷尽的，所以自然数集合是无穷集合；无尽小数 0.333的位数是“无

有穷尽”的，所以这个数叫做无尽小数；数列 0.3, 0.33, 0.333, 中的项数是“无有穷尽”的，所以这个数列叫

做无穷数列。从上述无穷(或无尽)二字的意义与应用来看，应当知道：无穷与有穷的本质区别是：无穷不能当作

定数；无穷是无有终了，无有最后元素的意思；无穷不是现实存在着的完成了的事物，“实无穷”的观点不能

成立。 



3. 真假无穷大的概念及其应用 

定义 3.1(变量性的无穷大) 若对任何一个足够大的区分界限 M ，总有自然数 存在，使得 时，N n N

 ,n n na M a M a M    成立，则称数列 na 为变量性的无穷大。它是绝对值无限变大(无有穷尽地变大)的

无穷数列，是定义域在自然数集合上的变数。 

公理 3.1(理想无穷大) 定义 3.1 中的数列没有通常意义的极限，但为研究问题方便起见，可以使用符号

( )表示其极限；此时，称这种符号为非正常理想实数，并称其为理想正无穷大(理想负无穷大，理想无

穷大)；同时称这种意义下的极限为相应数列的非正常极限。记作 

 , 

 lim lim , limn n nn n n
a a a

  
       

在这里，理想正无穷大、理想负无穷大和理想无穷大，也可以叫做常量性无穷大。但在现实世界中找不到

它们的现实原型，它们都缺乏实践性，故也可以称这种无穷大为假无穷大；它们都不能作为正常的理想实数。

又由于涉及这种无穷大的形式逻辑研究中，常常遇到无法解决的问题，所以又有恶无穷大的名称。 

需要强调的是，一些学者认为：“自然数无限变大之前，必须有无穷大自然数存在”，这种说法是错误的。

事实上，自然数集合中的有限自然数就可以无限增大，完全不需要无穷大自然数。恩格斯也曾指出：“无限纯

粹是由有限组成的，这已经是矛盾，可是事情就是这样”(参看《反杜林论》)。提出“自然数无限变大之前，必

须有无穷大自然数存在”的学者，是自觉或不自觉的受到“实无穷”观点的影响，他们没有认识到“常量性无

穷大的不存在性”，也没有认识到“无穷集合的不能构造完毕的理想性(参看下一节)”。 

常量性无穷大与变量性无穷大之间存在着相互依赖的对立统一关系。符号“”在数学分析中的使用，有

两种意义：一个意义是：作为极限值使用时，它是常量性无穷大、理想无穷大，是一个假无穷；另一个意义是：

在不定式中的研究与计算时，这个符号应当被看作是一个无穷数列，是动态性的、变量性的无穷大，是真正存

在着的无穷大；也可简称为动态性的真无穷大。这个动态性的真无穷数列中的数，只能取有限数。 

关于无穷大的这种性质、意义与使用方法，就是“简明哲学辞典”所说的“概念应当是可更改的，可修改

的，灵活的，变动的，否则它就不能正确地反映现实”[2]的辩证逻辑方法。这个意义与方法也是形式主义者无

法理解的意义与方法。例如，虽然可以说数列 n 、 2 1n  、 2n 的极限都是 ，但又可以认为这三个 是

不同的，并且可以研究他们的比值。当研究他们的比值时，就需要从原来的数列(即变量性无穷大)着手进行不定

式 的计算。 

在这里，还可以看出：常量性无穷大的研究中，常常需要使用取极限之前的变量性无穷大；常量性无穷大

不是现实存在着的、完成了的实无穷，它是变量性质的无穷大(一种数列或一种变数)的非正常极限。 

4. 无穷集合的基本概念 

定义 4.1(自然数的标准序列) 将自然数按照从小到大的顺序排列，得到的序列 

0, 1, 2, 3, , 11, , , 1,n n                                      (1) 
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叫做自然数的标准序列。 

定义 4.2(全能近似自然数集合序列) 根据式(1)，可以提出以集合为元素的如下无穷序列 

       0 , 0,1 , 0,1, 2 , , 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 ,                        (2) 

其中，含有足够多自然数的集合叫做足够大自然数集合；序列(2)叫做全能近似自然数集合序列。 

公理 4.1(理想自然数集合) 全能近似自然数集合序列(2)有且只有一个理想性质的极限集合，这个集合叫做

理想自然数集合。理想自然数集合可以表示为 

 0,1,2,3, ,9,10,11, ,99,100,101,                                   (3) 

这个集合是使用极限思想构造的；但它又是不能构造完毕的理想集合。依照习惯，可以用符号 表示这个

集合。 

N

显然，理想自然数集合是元素个数无限增加着的、具有动态性质的、且无上界的、人们不能写完其所有元

素的、不能被人们构造完毕的理想集合。 

定义 4.3(有穷集合) 可以用自然数表示其元素个数的集合，叫做有穷集合。 

定义 4.4(无穷集合) 使用序列极限公理方法给出理想集合的元素个数，是这个序列中各个集合元素个数序列

的极限；若这个极限是非正常理想实数 ，则称这个理想集合的元素个数为理想无穷大，并称具有这种性质

的集合为无穷集合。 



根据这个定义，理想自然数集合是一个无穷集合。由于无穷集合的元素个数是非正常理想实数 ，它与有

穷集合之间有许多不同的性质(例如无穷集合可以与其真子集对等)，所以我们又称无穷集合为一类非正常集合。 



类似的，有理数集合与实数集合也都是有穷集合序列的极限性质的理想集合；它们也都是元素个数是非正

常理想实数 的无穷集合；但它们的元素个数不仅是不相等的，而且还可以根据蕴含性去比较它们所含元素

的多少；也可以根据构造过程去比较它们的元素个数增长率。最后，应当指出：在不承认“无穷集合是完成的

总体”的情况下，无穷基数是不能提出的基数，因此，



02 等于 1 的连续统假设的大难题就不存在了。这里只

是无穷集合概念的简短叙述，详细论述参看文献[3]。 

5. 无实践意义的无穷次操作和无穷次运算问题 

由于自觉或不自觉的“实无穷”观点的影响，造成了一些难题与悖论。前文已经谈到：不使用实无穷、坚

持无穷是无有终了的观点，可以消除连续统假设的大难题，下文再讨论一种无穷次操作和一种无穷次运算的问

题。 

5.1. 无穷次分割问题 

芝诺(Zeno)两分法悖论说的是：“由于运动的物体在到达目的地前必须到达其半路上的点，若假设空间无

限可分则有限距离包括无穷多点，于是运动的物体需要在有限时间内经过无限多点，这是不可能的。”这个悖

论可以表示为“一个人想要从 A 点走到 B 点是永远不可能的”，芝诺争辩道：“一个人从 A 点走到 B 点，要先

走完路程的1 2 ，再走完剩下总路程的1 2 ，再走完剩下的1 2 如此循环下去，由于有无穷多个分点，所以，

永远不能到终点[4]。” 

事实上，根据无穷的无有穷尽的性质，有无穷多分点的、有限空间的无限次二等分工作是不可能被完成的

理想状况，有实无穷多分点的有穷空间实际上是不存在的；实际上，当距离足够短时，不用再分，一步就到达

了终点，芝诺的“永远不能到终点”的论断是无根据的、不正确的。 

5.2. 无穷次加法运算问题 

无穷项相加是一种无法进行的运算；现行教科书中的无穷级数和表示的不是无穷项相加的结果，而是有穷
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项相加的序列的极限。例如，无穷级数和 

0.3 0.03 0.003    

就是一个无法进行的运算。但是它的前 n 项和 

1

2 1

1
1

1 1 1 100.3 0.03 0.00 03 0.3 1 0.3
110 10 10 1

10

n
n

n





              
    

 


  

位

 

的序列有极限，这个极限是1 3。 

有人认为：无尽循环小数 是一个符号，它代表无穷级数和 0.3 0.333 
0.3 0.03 0.003   , 

所以成立等式
1

0.3 0.333
3

   。但是，认真推敲起来，这种说法是不对的，因为：无穷级数和

就是一个无法进行的运算。正确的做法应当是：把无尽循环小数 0. 看作是无穷数列 0.3, 0.33, 0.333, 

的简写。由于这个数列的极限是

0.3 0.03 0.003  

3 0.333 

1 3，所以应当有极限表达式：
1

lim 0.3
3

 。 

还需要指出：关于等式
1

0.3 0.333
3

   ，可以说：文献[5]80 页的例 3 中给出了证明，但这个证明是有问 

题的证明。首先将他们的证明叙述如下：第一步，先设 

0.3 0.333x                                            (1) 

然后两端乘以 10，得： 
10 3 0.333x                                              (2) 

再将(2)式改写为： 
10 3x x                                                (3) 

合并同类项，最后得[5]： 

1
9 3,  

3
x x                                              (4) 

这个证明的错误，在于没有认真对待无穷的概念。从无穷是“无有穷尽”、“无有终了”的事实出发，无

尽小数 0.333的位数是“无有穷尽”的，无尽小数 0.333不能被看作定数，上述代数方程的解法与作为定数

的结果都不能成立。其次，从无穷作为定数的实无穷观点出发，(2)式中的 0.333的位数比(1)中的 0.333的位

数少一位，所以(3)式右端的 x 小于左端 10x 中的 x；因此，(4)式是得不到的。应当是 9x 小于 3，而不是等于 3；

(4)式的结果是错误的。总之，无论从哪一种无穷观点出发，这个证明都是不能成立的。 

6. 无尽小数的问题 

6.1. 无尽循环小数的收敛定理 

在 5.2 节已经指出：无尽循环小数 0. 被看作是无穷数列 0.3, 0.33, 0.333, 的简写时，它的极限

是

3 0.333 
1 3。一般来讲，有以下收敛定理。 

定理 6.1(无尽循环小数的极限) 所有无尽循环小数作为无穷数列简写时，它们的极限都是一个分数或整数；

反之，每一个分数或整数都是一个被看作是无穷数列时的无尽循环小数的极限。 

关于定理的前段，有一个重要的特例。这个特例是：无尽循环小数 的极限是分数或整数1 20. lq q q  1 2

9

99 9
l

l

q q q

个

。 
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其中当循环节是只有一位 9 的情况，其极限是整数9 9 1 。 

定理的证明：对于定理的前段，首先证明循环节只有两位的无尽循环小数 ，的情形是正确的。事实

上，这个无尽循环小数表示的数列的通项表达式为： 
1 20.q q 

1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2

2

1 2 1 2 1 1 2 12 1 2 2 2 2 1

2 1

1 1 1
0. , 2

10 10 10

1 1 1 1
0. 2 1

10 10 10 10

m
m

n

m m
m

q q q q q q n m

a
q q q q q q q q n m

  

   



         
 

          

 

 

个数

个数

当 时

, 当 时
 

当 时，有m ，上式括号内极限为n     1 99 ； 2 11 10 m  的极限为 0，于是 的极限为na 1 2 99q q ，定

理前段的特例成立。 

当循环节的位数是 l 时，证明方法类似，不同的仅仅是 的表达式有 n lna , 1,m n lm n lm l 1     
1

等 种

情形。当无尽循环小数的循环节是从小数点后第 p 位开始时，由于乘上10

l
p 就变成前边讨论的情况，所以只要

把这样的分数或整数乘上 11 10 p ，再加前边的有尽位小数化成的分数就可以了。当无尽循环小数有整数位时，

其极限是整数再加这样得出的分数或整数。总之，任何情况下的无尽循环小数的极限都是分数或整数。 

关于定理后段，首先，由于整数 1 等于无尽循环小数 的极限，可知：任何整数可表示为无尽循环小数的

极限。再由 0.1 可表为无尽循环小数 的极限，及 0.44 可表为无尽循环小数 9的极限，可知：任何有尽

小数可表示为无尽循环小数的极限。最后，对于分数，由于它是两个整数的商，对这个商进行除法运算时的余

数的种数不超过分母表示的数字。例如分数

0.9

0.09 0.43

1 7 ，对它所表示的除法进行运算时，每一步的余数不外 0, 1, 2, 3, 4, 

5, 6 等七个数字之内。在进行除法运算时，如果遇到余数是 0 的情形，就是除尽了，这时分数可表为有尽小数，

如上所述，它可以表示为无尽循环小数的极限；如果永远除不尽，由于余数始终不是 0，而余数的不同情形又

是有限的，所以，无限制地除下去，必然出现余数循环的现象，这时分数可表示为循环节位数小于分母的无尽

循环小数的极限。例如，1 7 第一次除是 7 去除 1 得 1 余数为 3(这是形象说法，实际是得 0.1，余数为 0.3)，第

二次除，是 7 去除 3，得 4，余数为 2，第三次除，第六次除，是 7 去除 5 得 7 余数为 1，再除又是 7 去除 1，

循环了，其结果是1 7 可表为无尽循环小数 (循环节有六位)的极限。 0.14285 7

6.2. 对无尽小数的应有认识与错误认识 

6.2.1. 对无尽小数的应有认识 
上一小节把无尽循环小数作为无穷数列的简写时得到了它的收敛定理；一般说来，我们应当提出如下的公理。 

公理 6.1(无尽小数实用意义的公理) 无尽小数 的实用意义都应当是无穷数列 

的简写。无尽小数是一个随着数列项数变化而变化的变数，而不是一个定数。 
1 2 30.a a a 

1 1 2 1 2 30. ,0. ,0. ,a a a a a a 
显然，每一个无尽小数(包括无尽不循环小数)都可以根据它的无尽小数表达式写出它的无穷数列(这种数列

都是下文中提出的康托尔基本数列，根据公理 7.1，它们都有极限)的表达式。这种无穷数列表达式有好处。例

如，把无尽小数 看作无穷数列 0.3, 0.33, 0.333, 的简写时，可以知道：这个数列的极限是0.3 0.333   1 3 (根

据定理 6.1，或参看 5.2 节的证明)，而且这个数列的第 n 项是分数1 3的准确到1 10n 的近似值；但人们无法写出

无穷多个 3，即无法写出1 3的绝对准十进小数表达式。再如，把无尽不循环小数 1.414213看作无穷数列 

1.4, 1.41, 1.414,  (这个数列是满足条件： 为自然数；且np
2

2
10

n
n

p   
 

，

2
1

2
10
n

n

p    
 

的无穷数列
10

n
n

p 
 
 

)的 

简写时，可以知道它的极限是 2 (参看下一节法则 7.1 中的例子)，而且从这个数列中能够得出 2 的准确到任意

小误差界的要求下的近似值。特别是：这个数列的第 n 项是 2 的准确到1 10n 的近似值；但人们无法写出 2的

绝对准十进小数表达式。 
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6.2.2. 对无尽小数的错误认识 

对无尽小数的上一小节的认识，不需要引用实无穷的错误概念。然而，现行实数理论不是这样做的。现在

的学者认为：“建立实数理论必须使用实无穷”，在完成的实无穷观点下，他们认为：无尽小数 0.333的位数

就是完成的实无穷；“无穷啦，无尽小数 0.333就等于1 3了”。但事实上，实无穷观点是违背实践的，无穷多

个 3 是写不出来的；在实践中，人们只能使用有尽小数近似表达三分之一。关于等式成立的证明，在 5.2 节已

经作了批判。 

6.3. 实数三分律的反例问题 

前文 6.2.1 节已经指出无尽小数的应有意义是无穷数列的简写，由此可知：把 3.14159中的小数位数看作

可以写完的定数是不正确的；因此，等式 π 3.14159 也是不正确的。事实上，对于在“完成的实无穷”意义

下，把 中的 3.14159看作定数的作法，存在着 Brouwer 提出的一个“实无穷观点下”无法解决

的三分律反例问题。这个反例的构成如下：首先将这个无尽小数展开式 3.14159中的每一个连续 100 个 0 叫做

一个“百零排”，并提出以下三种命题： 

π 3.14159 

1) 这个展开式中没有“百零排”； 

2) 这个展开式中有奇数多个“百零排”； 

3) 这个展开式中有偶数多个“百零排”。 

然后，根据在“实无穷观点下”可以使用排中律与矛盾律的道理，可以说：没有或有“百零排”两种情况

“有且只有”一种情况出现；其中，在有“百零排”出现的情况下，再次使用排中律与矛盾律，就可以说，2)、

3)“有且只有”一种情况出现。总起来讲，使用两次排中律与矛盾律，应当得到，1)、2)、3)“有且只有”一种情

况出现。在 1)出现时，令实数 等于 ；在 2)出现时，令实数 小于 ；在 3)出现时，令实数 大于 。最后令

，那么这个实数Q 究竟是等于、小于或大于 0 的哪一种情况呢？这就是 Brouwer 提出的一个“实无穷观

点下”无法解决的三分律反例问题。文献[6]认为，在实无穷意义下，应用两次排中律可以判断这个实数Q 是大于、

小于或等于 0 的问题，但同时又从实际情况指出，究竟这个实数Q 是大于、小于或等于 0 呢？这是一个无法回答

的问题，因此，徐利治先生最后又讲到：“看来，这还是一个不易解决的难题”，“希望对布劳维尔(Brouwer)反

例感兴趣的读者继续研究下去”[6]。这说明：从实无穷观点上看，无法真正解决这个反例提出的难题。 

π̂ π π̂ π π̂ π

π̂ πQ  

对于这个反例，如果使用我们改进后的“尊重无穷是无有穷尽”的无理数理论，那么这个反例与难题就不

存在了。事实上，按照“无穷是无有穷尽”的意见，无尽不循环小数 3.14159是一个数列，它不是一个常数，

而是一个变数。这时，因为 3.14159中的小数总位数是一个处于动态的“无限增大着”的变数，1)、2)、3)都

是不可判定的、不能被提出的命题。又由于排中律对不可判断问题不能使用，那么这个实数 也就无法提出来

了，这个反例与难题自然也就不存在了。 

Q

7. 实数理论问题与改革简述 

前文 6.2.1 节中已经谈到无尽小数的应有意义是无穷数列的简写；它们都是定义在自然数集合上的变数，而

不是定数。本节谈谈康托尔实数理论中的问题及其改革。 

这里，首先介绍一下我们还要用到的康托尔实数理论中的下述两个定义。 

定义 7.1 若数列 的每一项都是有理数，且对任意小误差界 ε都有自然数 N 存在，使得当 n, m > N 时，na

n ma a   总成立，则称数列 为康托尔基本数列[7]。 na
例如，上述表示无尽循环小数 0.333的数列 0.3, 0.33, 0.333, 就是一个康托尔基本数列。 

定义 7.2 对任意小误差界 ε都有自然数 N 存在，使得当 n > N 时，总成立 n na b   的两个康托尔基本数

列 、na nb 叫做相互等价(或称全能近似相等)的康托尔基本数列。 
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例如，每一项都取1 3的数列，与上述 0.333所表示的数列是相互等价的康托尔基本数列；若进行 1 被 3

除法运算时每次都取过剩近似值，所得到的无穷数列 0.4, 0.34, 0.334, 0.3334, 与 0.333表示的无穷数列之间

也是相互等价的康托尔基本数列。 



康托尔实数理论中存在的问题，在于他提出了如下的不恰当的实数定义。 

康托尔的实数定义：“把彼此等价的基本数列归为一类，每一类称为一个实数。记号  na  表示与 na 等

价的基本数列类构成的实数是 ， 叫做实数na  的一个代表。凡和任一有理数 组成的常数列等价的类称为

有理数”[7]。 

根据这个定义，表示 的康托尔基本数列 0.3, 0.33, 0.333, ，和与其等价的且每一项都取0.3 0.33   1 3的

数列应当看作同一个实数1 3。但这个实数定义却是：把等价与相等两个概念混淆了，把变数与常数混淆了的、

不恰当的实数定义。 

为了消除这个不恰当的实数定义，笔者提出了如下的公理、定义与法则。 

公理 7.1(实数公理) 每一个以有理数为项的、康托尔基本数列都存在一个唯一的理想实数为其极限，而且等

价(也称全能近似相等)的基本数列的极限相同。反之，每一个理想实数都存在着以它为极限的康托尔基本数列及

其惟一的无尽小数表达式。 

定义 7.3(全能近似实数) 收敛于理想实数的数列叫做理想实数的全能近似值序列，简称为这个理想实数的全

能近似实数；这个数列中每一项都是针对某一误差界的、理想实数的近似值；也可以称它为理想实数的近似实

数。如果理想实数 的全能近似实数 具有性质：对一切自然数 都有na n (n na a )   成立，那么我们约定将

这个全能近似实数 表示为na ( )   。 

定义 7.4(全能近似相等关系) 若两个数字表达式之间具有关系：1) 在任意误差界之下都能近似相等；2) 但

不能绝对准相等，则称二者之间全能近似相等(用符号~表示)。 

在这个定义下，收敛数列与它的极限值是全能近似相等的；定义 7.2 中的等价数列是全能近似相等的。根

据上述定义有表达式 1 2 0n  、 1 2 ~ 0n 、  0.3 1 3
 、 0.3 ~ 1 3 。 

由这两个定义可知，每一个理想实数都有许多全能近似实数与其全能近似相等。与非标准分析类似，也可

以称每一个理想实数与它的全能近似实数的全体为一个“单包(monad)”。 

例如，无穷数列 1 2n 、   1 1 2
n n 、 1 n 、 1 10n ，都属于 0 的“单包”，它们都是无穷小。但在我

们这里，这些无穷小都是数列，都是变数而不是常数，这是与非标准分析所不同的地方。 

定义 7.5(无理数的定义) 若康托尔基本数列的极限不是有理数(即分数或整数)，则称它的极限为无理数。  

理想实数包括有理数与无理数两部分。理想实数可以简称为实数，但与现行实数理论不同，理想实数(简称

为实数)中不包括无尽小数。无尽小数都是它的极限的全能近似实数。 

法则 7.1(无理数判定法则) 若能证明某一康托尔基本数列的极限不是有理数，那么就称这个基本数列的极限

为无理数，并可以选择一个适当符号表示这个无理数。 

例如，对 2 开方时，每一步都取“不足近似值”，则可以得到无尽小数表达式 1.414所表示的无穷数列；

而每一步都取过剩近似值，则可得到无穷数列 2, 1.5, 1.42, 1.415, ；这两个无穷数列都是康托尔基本数列，并

相互等价。同时，可以证明它们的极限不是分数也不是整数，根据公理 7.1 与法则 7.1，应当认为它们的极限是

同一无理数，并选择符号



2 表示这个理想实数。 

定理 7.1 无尽不循环小数的极限是无理数。 

证：由于无尽不循环小数的极限不能表示为整数或分数(根据定理 6.1 的后段，整数或分数都能表示为无尽

循环小数的极限)，根据法则 7.1，它的极限是无理数。 

定理 7.2 如果       ~ , ~n n na a b bn  ，则必有   ~n n n na b a b   ，   ~n n n na b a b   。又若 

，则 0, 0,n nb b b   0, 0n nb      n~n n na b a b [7]。 
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这个定理的证明可参看文献[7]333 页；根据这个定理与公理 7.1 可提出如下法则。 

法则 7.2(理想实数的加、减、乘、除法则) 设 na 、 nb 分别是理想实数 、  的康托尔基本数列，则称 

极限 、 、 lim n nn
a b


  lim n nn

a b


  lim n nn
a b


、  lim n nn

a b


分别是理想实数 、  的和、差、积、商，并分别记 

作：  、  、 、   0  。 

例如， 2 lim1.414213562 、1 3 lim 0.333 ，依照法则 7.2，可以得到 

 
 

2 1 3 lim1.414 lim 0.333

lim 1.4 0.3, 1.41 9.33, 1.414 0.333, 1.4142 0.3333,

lim 1.1, 1.08, 1.081, 1.0809,

lim1.08088

  

    





 





 

或写作：  2 1 3 ~ 1.4 0.3, 1.41 0.33,1.414 0.333, ~ 1.08088     。其中，符号1.080 是根据无尽小数的

意义写出的无尽小数表达式，可以证明这个无尽小数的极限不是有理数(因为无理数减去有理数不可能等于有理

数)。再根据定理 6.1，这个无尽小数不是无尽循环小数而是无尽不循环小数。这个例题也说明：当无理数是根

据康托尔基本数列提出时，可以根据提出它的康托尔基本数列得出无尽不循环小数。这个例题还说明：实数的

四则运算是其无尽小数(收敛的无穷数列)的四则运算的极限。 

88   

审查现行实数理论，可以发现：它们没有这样好的四则运算法则。康托尔说：“无理数的建立必须以这样

或那样的实无穷为基础”，从现行实数理论来讲，的确如此；但是，现在我们不使用实无穷观点，建立了更好

的实数理论。从这个实数理论出发，可以更好地证明柯西收敛原理与实数的完备性定理、区间套定理(参看文献

[3]第一章)。 

8. 结论与展望 

“无穷集合是完成了的事物”的实无穷观点违背实践，必须取消；应当坚持的是“无穷是无有终了、无有

穷尽”的观点。在这个观点下，无尽小数表达式应当是一种无穷数列的简写；无尽小数都是其极限(理想实数)

的全能近似实数。本文不仅消除了连续统假设的大难题，消除了实数理论的三分律反例，而且提出了现行实数

理论中没有的实数的四则运算法则。 

改革后的实数可以形象的看作是一个太极图式的实数结构。每一个实数都有它的理想实数，近似实数与全

能近似实数(无穷数列)三部分构成。例如 2 ，就有理想的 2 与它的近似实数 1.4, 1.41, 1.414, 及其全能近似

实数(无穷数列)构成。理想实数与近似实数位于太极图的两边，全能近似实数是联系二者的桥梁。将全能近似实

数取极限得理想实数；将全能近似实数进行分割，其分割处的值(即数列中的项)是其近似实数，理想实数与其近

似实数之间具有相互依赖的关系。如果要问理想实数



2 究竟多大呢，就可以用它的全能近似实数(无穷数列)中

的数 1.4, 1.414 或其它数进行近似刻画，而其精确值则是其全能近似实数(无穷数列)的极限。使用这种相互依赖

的关系就可以解决“ 2 到底是什么”的困惑问题。 

在不能使用实无穷的观点下，常量性无穷大是不存在的假无穷。无穷集合是一种极限性质的、不能构造完

毕的理想性质的非正常集合；在这个观点下就可以消除第三次数学危机(参看文献[3]第一章)。在不能使用实无

穷的观点下，非标准分析应当是一种不能提出的分析；“非标准分析取代现行数学分析”的观点不能成立。但

现行数学分析也需要在新的实数理论下进行改革：与实数、无穷集合问题类似，对于函数、导数、积分、积分

变换也需要提出近似、理想、全能近似三个相互依赖的术语。这样改革的数学分析，不仅彻底消除了第二次数

学危机，而且可以很好地解决发散积分、δ函数与数学物理方程中的问题，详细论述请参看文献[3]。 
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