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Abstract: Completely 0-simple semigroup is a very important class of regular semigroups, and it’s also the 
basis for the structure of regular semigroups. Primitively decomposable rpp semigroups are generalizations of 
completely 0-simple semigroups in the range of rpp semigroups. In this paper, the author studied primitively 
decomposable rpp semigroups, gave some characterizations for these semigroups and proved that a semigroup 
S was primitively decomposable rpp semigroup if and only if it was a homomorphic image of Rees matrix 
semigroup over a left cancellative monoid satisfying some conditions. In addition, some special primitively 
decomposable rpp semigroups were considered and discussed. 
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摘  要：完全 0-单半群是一类非常重要的正则半群，也是正则半群结构基础。本原可分 rpp 半群是完

全 0-单半群在 rpp 半群理论中推广。本文主要研究本原可分 rpp 半群，给出了这类半群的若干特征，

并证明了：半群为本原可分 rpp 半群当且仅当它是满足一些条件的左消幺半群上的 Rees 矩阵半群的同

态像。此外，还研究了若干特类。 
 

关键词：本原可分；rpp 半群；Rees 矩阵半群 

1. 引言 

环上的全矩阵环是代数学中最为优美的代数结构之一。采用类似的构造方式，著名半群论学者 Rees 构造了

Rees 矩阵半群。众所周知，半群是完全 0-单半群当且仅当它同构于某个 0-群上的 Rees 矩阵半群。完全 0-单半

群是半群理论研究中的一类非常重要的半群。它的重要性在于：完全 0-单半群是本原正则半群的构件，而正则

半群均可以本原正则半群出发构作(见[1,2])。值得注意，完全 0-单半群有另一特征，即完全 0-单半群恰为可以

分解为具有 系同构性质的本原幂等元生成的左(右)理想并的正则半群。O. Steinfeld[3]从这一观点出发，对完

全 0-单半群做了推广研究。 

S 

令 为半群。称 为 rpp 半群，如果对于任意的S S a S ，作为 1S 系 是投射的。对偶地，定义 lpp 半群。

Fountain[4]指出，半群为 rpp 半群当且仅当它的每个

1aS
*L 类都含幂等元。如[4]，称半群 S 为富足半群(abundant 

semigroup)，如果它的每个 *L 类和每个 类都含幂等元。等价地，半群为富足半群当且仅当它既为 rpp 半群，

又为 lpp 半群。 

* 
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Fountain[4]发展了 steinfeld 的观点，定义了半群的本原可分的概念，并研究了本原可分富足半群，证明了：

半群为本原可分富足半群当且仅当它同构于消去幺半群附加零元上的 Rees 矩阵半群。基于此，完全 0-单半群恰

为正则的本原可分富足半群。富足半群包含 rpp 半群和其对偶(lpp 半群)的双重特性。因此，研究本原可分 rpp

半群是很自然的问题，这是本文的主要目的。我们将会发现，本原可分 rpp 半群是完全 0-单半群和本原可分富

足半群在 rpp 半群理论中的公共推广。 

2. 若干准备 

文中的一些定义及符号参见文献[4,5]。首先，回忆一些关于关系 的已知结果，对偶结论关系 成立。 *L *

引理 2.1[4,6] 令 为半群，且 ，则下列各款等价： S ,a b S

1) ； *aL b

2) 对于任意的 1, ,x y S ax bx by   ； 

3) 存在 系同构 满足 a1S  1 1: aS bS  b  。 

引理 2.2[6] 令 为半群，且 ，则下列各款等价： S 2,a e e S 

1) ； *aL e

2) 且对于任意的 a ae

1, ,x y S ax ay ex ey    . 

众所周知， 是 S 上的右同余， 是 上的左同余。一般地， 且*L * S *L L *  。但当 是 的正则元时，

当且仅当 。为方便起见，用

,a b S

 *aL b  aL b  * *
a aL R 分别表示包含 的a *L 类( * 类)。记 的幂等元构成的集

合为 ， 为与 具有 关系的幂等元， a

S

E S  *a a *L   为与 a 具有 * 关系的幂等元。 

如[4]，S 的左理想 I 称为左* 理想，如果对于任意的 a I 都有 。对偶地，定义右* 理想。S 的理

想既为左* 理想，又为右*

*
aL  I 

 理想，则称之为 的S *理想。对于 S 的任意元 a，我们称含 a 的最小的(左；右)*

理想为由 确定的主(左；右) 理想，记为(a *  L a ；  R a )  J a 。在[4]中，Fountain 指出：aL 当且仅当

( )。注意到，若

* *  b

 L a  L b  R a R  b  Se E ，则 是 的左* Se S 理想。事实上，若 a ，则Se a ae ，于

是对任意的 ，由引理 2.1，知 ，即有 ，故 是 的左*aLb b be  Se *
aL  Se Se S 理想。即 。  *L e Se

半群 的左* 理想S  I 称为 极小左* 理想，如果0   I 是 中所有非零左*S 理想关于集合包含关系的极小

者。对偶地，定义 极小右* 理想。半群 的非零幂等元 称为本原的(primitive)，如果对于任意的非零幂等

元

0   S e

f , f e 可推出 e 。如果 的所有非零幂等元都是本原的，则称 为本原半群(primitive semigroup)。 f S S

引理 2.3 令 为含零元 0 的 rpp 半群。若S    0e E S ，则下列各款等价： 

1) 是 极小左 理想； Se 0  *

2) 是本原幂等元。 e

证明 设 是1) 2) Se 0 极小左 理想。令*    0f E S ，且 f e ，则 f ef fe Se   ，于是 。

引理 2.3 之前的讨论告知，Sf 为左* 理想，而 是 0

Sf Se

 Se 极小左*理想，于是 Sf Se ，从而 ，故eLf f ef e  。

因此 是本原幂等元。 e

2) 1) 设 是本原幂等元。令e I 为包含在 中的任一非零左Se * 理想，显然存在非零元 ，使得

。但 为 rpp 半群，所以存在非零幂等元

a I

  I*L a S f ,使得 f *L a 。不难知道， 

   * *Sf L f L a I Se   , 

则 f Se ，于是 fe f ，从而  ef E S 且ef e 。由 e 是本原幂等元，知 0ef  或ef ;若 ，则e 0ef  f ff  

与 矛盾，故 ef ，即有 。因此0fef  0f  e eLf Sf Se ，故 I Se 。这样， 是 0 极小左* 理想。    □ Se  
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对偶地，我们有 

引理 2.4 令 为含零元 0 的 lpp 半群。若S    0e E S ，则下列各款等价： 

1) 是 极小右 理想； eS 0  *

2) 是本原幂等元。 e

基于引理 2.3 和引理 2.4，下面推论显然。 

推论 2.5 令 为含零元 0 的富足半群。若S    0e E S ，则下列各款等价： 

1) 是 极小左 理想； Se 0  *

2) 是本原幂等元； e

3) 是 极小右 理想。 eS 0  *

引理 2.6 令 为半群，且S  f E S ，则下列各款等价： 

1) ； e D f

2) 是 系同构的； ,eS fs 1S 

3) 是 系同构的。 ,Se Sf 1S 

证明 设 ，则存在 ，满足1) 2) e D f a S e aLf ，显然，a 为正则元，再据引理 2.1，有 (作为aS fs 1S 

系)。另一方面， e 可推出 eS 。故作为a aS 1S 系， eS fS 。 

2) 1) 设 为 到eS fS 的 系同构，易知，1S  e fS  。而 f 是 fS 的左单位元，进而  f e e  。另一方

面，存在 x eS ，使得 

    f x ex e x      . 

故 。显然，e e f 为正则元。当然， e S fS  。这样， 是 到eS  e S 的 系同构，再据引理 2.1，

有 从而 。因此 。 

1S 

 e *L e  e L e e D f

1) 3) 类似于1) 2) .                                    □ 

3. 本原可分 rpp 半群 

如[4]，半群 称为左(右)本原可分的(primitively decomposable)，如果 可以表示为： S S

 ;Se    (  ;ie S i I ) 

其中所有 e 和 都是本原幂等元，所有 都ie  iSe e S  1S 系同构。而且，半群 称为本原可分的，如果它既是左

本原可分的，又是右本原可分的。 

S

本节将给出本原可分的 rpp 半群的结构定理。首先，给出本原可分 rpp 半群的一些性质。 

引理 3.1 令 为 rpp 半群。若 为(左；右)本原可分的，则 为本原半群，且其幂等元都具有 D 关系。 S S S

证明 令 ，由 是(左)本原可分的，知存在 e E S S  e E S  ， 满足 e Se ，从而 Se Se 。而 e 是

本原的，由引理 2.3，知 Se Se 是极小左*理想，再运用引理 2.3，可得 是本原幂等元。故 为本原半群。

(若 是右本原可分的，则存在 ，i 满足 e e

e S

S  e E Si  I i S ，于是 ，ie SeS ie e e 。从而 ，即得 E Siee  i ieee  ，

由 是本原幂等元，知 ，故 。而若ie i e iee ie e f e ，则 if fe ef eS e S    ，类似地也可得 if e 。因此 e f ，

，即证 是本原的)。 e f e f e

事实上，我们已经证明了：任意的  e E S ，存在   ,e E S  ，使得 Se Se 。这意味着， eLe 。注

意到，所有的 是 系同构，由引理 2.6 知， Se   1S   e   具有 D 关系，从而 S 中幂等元都具有 D 关

系(S 是右本原可分的情形可类似证明)。                                                            □ 

命题 3.2 令 S 为 rpp 半群，则以下各款等价： 

1) S 为本原可分的； 
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2) S 为右本原可分的。 

证明 仅需证明， 。现设 S 为右本原可分的。考虑到，S 是 rpp 半群，显然 2) 1)

  * ;eS L e E S  . 

由引理 3.1，知 S 是本原半群，进而 S 的所有幂等元都是本原的，再据引理 2.3， 是极小左* 理想。由

引理 2.2，不难知道， ，于是 

Se 

eL S e

  ;S Se e E S  . 

另一方面，据引理 3.1，S 中幂等元都具有 D 关系，利用引理 2.6，我们知道，所有 都 Se e E S  1S 系

同构的，这样， 为左本原可分的。故 S 为本原可分的。                              □   ;S Se e E S  
命题 3.3 令 S 为本原可分 rpp 半群，且    0e E S ，则  0Le Se 。 

证明 若 ，则 ，与*0 eL 0 0e e     0e E S 矛盾，故 *0 eL ，于是显然有  * 0eL Se 。反之，令  0a Se ，

注意到，Se 为 的左* 理想，而S   *L a 是 的含 的最小左*S a 理想，于是  *L a Se 。但 是 0-极小左*Se 理

想，从而 ，故 。因此 L a S  * *L ee  *a L e  * 0eL Se 。                                            □ 

令 为非空数集合，M 为幺半群，,I   ipP 是 0M 上的 I 阶矩阵。记    0T M I    ，规定 

如果 0jp  ; 
    , ,

, , , ,
0

jap b i
a i b j  

  




  

否则, 

且  , , 0 0 0 0a i    

0 ; ,M M

。容易验证， 构成半群。我们将称半群 T 为幺半群 M 上的以 P 为夹心阵的 Rees 矩

阵半群，记为 。如果矩阵 P 的每一行和每一列都有元为 M 的群元，则称 P 为正规的。 

 ,T 



;I  P

引理 3.4 对于 Rees 矩阵半群 ，若 M 为左消幺半群，且 P 为0 ; , ;S M M I  P 0M 上的正规矩阵，则 

1) ；       1 , , : 0
i i

E S p i p M  为 的群元

2) S 的所有非零幂等元都是本原的； 

3)   *, , , ,a i L b j   当且仅当  ； 

4) S 的所有非零幂等元具有 D 关系； 

5) S 为本原可分 rpp 半群。 

证明 1) 令   ，则 , ,a i E S  
      , , , , , , , ,ia i a i a i aP a i     , 

于是 ，而 M 为左消幺半群，1ia aP a iP a ，其中 1 为 M 的幺元，从而 i iP aP P i   ，显然 i iaP aP aP i   ，

据 M 为左消幺半群，故1 iaP ，这说明， iP 为 M 的单位，且 a 为 iP 的逆元。易验证，    , , E S 1
ip i
 。因

此 

      1 , , : 0
i i

E S p i p M  为 的群元 . 

2) 现令    1 1, , , j,i jp i p    ，则        1 1 1 1 1, , , , , , , , , , ,i i ij jp i p i p j p j p i             比较分量，得 

,i j    ，从而 

   1 1, , , ,i jp i p j    , 

故 S 的所有非零幂等元都是本原的。 

3) 由于 P 为 M 上的正规矩阵，存在 使得i I ip 为 M 的单位。显然， 

    1

', , , , , ,
i

a i a i p i


    . 
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令    , , , , ,x j y k   S ，我们考虑如下两种情况： 

    , , , , , ,a i x j a i    ，则比较分量，有 jaP x a  ，且   ，而 M 为左消幺半群，则前一等式蕴含着：
1 1
i ijp P x p 
 
  ，于是 

      1 1, , , , , , = , ,i i jp i x j p P x i p i  
1
i    

   
  . 

      , , , , , , , , 0a i x j a i y k     ，则    , , , ,j kaP x i aP y i   ，比较分量，我们有 j kaP x aP y  且   。 

注意到，M 为左消幺半群，前一等式可推出 1 1
' 'j ki i

p P x p P y  

  ，从而 

         1 1 1 1
,, , , , , , , , , , ,i i j i k ip i x j p P x i p P y i p i y k            

           

这证明了，对于 ，若    1
, , , ,,x j y k S          , , , , , , , ,a i x j a i y k    ，则 

       1 1, , , , , , , ,p i x j p i y ki i   
     . 

据引理 2.2，现在有    * 1, , , ,ia i L p i 
  。 

设   *, , , ,a i L b j   ，那么由上面的证明，知   *1 '
' , , , ,

i
p i L b j


  ，再由引理 2.2，我们有 

    1
,, , , , ,ib j b j p i   

  ，比较分量，有  。反之，若  ，则由上面的证明，有 

    * *1, , , , , ,ia i L p i L b j  
   ，于是   *, , , ,a i L b j   

4) 由 

    1 1 1, , , , , j, ,i i jp i p i p        

    1 1 1, , , , , ,i i ip i p i p i       , 

知   1 1, , , ,i ip i p i     。另一方面，由(3)，知    *1 1, , , ,i jp i L p j    ，从而    1 1, , , ,i jp i L p j    。故 

  1 1, , , ,i jp i D p j     ，这证明了，S 的所有非零幂等元具有 D 关系。 

5) 注意到， 

      1, , , , : , 0ip i S a i a M        . 

所以 ，再据引理 2.6 及(2)(4)，有  1, , :iS p i S i   I   1, , :iS p i S i I    是右本原可分的。事实上，(3)

的证明过程中，证明了：S 是 rpp 的。现利用命题 3.2，S 是本原可分 rpp 半群。                         □ 

我们将称具有正规夹心矩阵的 Rees 矩阵半群为正规 Rees 矩阵半群；称保持 *L  类的同态为 同态。现在

我们可以给出本文的主要结果。 

*L 

定理 3.5 令 S 为半群，则 S 是本原可分 rpp 半群当且仅当存在左消幺半群上正规 Rees 矩阵半群 

和从 到 S 上的 0 ; , ;M M I  P 0 ; , ;M M I  P  *L  满同态 ，使得 

  在 的正则元集合上的限制是单射； 0 ; , ;M M I  P

 对于 S 的任意正则元 a ，都存在正则元 ，使得 0 ; , ;x M M I  P x a  。 

证明 设 S 是本原可分 rpp 半群，E 为 S 的非零幂等元集。记 I 为  E 的代表元集，为 E L 的代表元

集，且满足  I e  。由引理 3.1，知 S 为本原半群且其非零幂等元都具有 D 关系，于是对任意的 a S ，存

在 满足,ie e  E ia e S Se  ，从而存在 满足,f g  I a gS Sf  。故 

   ; ;S Sf f gS g     I . 

令  0M eSe 。由命题 3.3，知任意 x M ，都有 。对于*eL x ,u v M ，若 xu xv ，则由引理 2.1，知

，于是 M 是以 为幺元的左消幺半群。 u eu ev v   e
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考虑分解 。可证不同 ; ,S gSf g I f    gSf 的交等于 0 (事实上，若 e gSf hSk  且 ，则由命题

3.3，知 ，又 均为

0e 

f L e L k ,f k E L 的代表元，从而 f k 。另一方面，由 e gS hS  ，采用类似引理 3.1 中右

本原情形的证明方法，证得 g e h  ，而 ,g h 均为 E 的代表元，从而 g h 。因此 gSf hSk ，故不同 gSf 的交

等于 0 。)现记  0iM iS  ，对于 ,i I  。对于 h I  ，由于 ，存在eDh ha hSe ， 使得hb e Sh hh a bh ，

(事实上，若 ，则存在 满足h hae b eDh  Sa V ,  e a aaa h   ，又 a aa e  ，aLa a h  ，从而 ，同理，

)。为方便计，对于给定的 h，我们取定 ，且

a e Sh

a hSe ,ha hb ea e eb  。规定 

: ;i ii M M x a xb    . 

显然， i 有定义。注意到 ，基于此，我们容易证明： i i ib a xb a exe x     是单射。另一方面，对于任意 Miy  ，

显然 ，并且 ，于是ib ya M  i i i ib ya a b ya b iy     y   i 是满射。故 i 是双射。 

易知， 。记 ，则 P 是0
i iP b a M      , ,iP i  P I 0M 上的 I 矩阵。对于任意 i ，不难知道，I

i iS  iS   ，即存在 使得 iS含有非零幂等元 ，由上面的证明，知w i iw M a Mb  。设 iw a db ，

那么
i

db a db w
i i ia db a d bw a ww       ，从而 

i i i i i id b a db a b a db a d b a db a d         , 

而 M 为左消幺半群，于是 ，进而 为 M 的正则元，从而i de b a iP b a  i iP 为 M 的单位。类似地，对于任

意  ，存在 使得i I iP 为 M 的单位。因此 P 为正规 Rees 矩阵。构作 Rees 半群 。定义  0 ; , ;M M I  P

 0 ; , ; ;M M I S P  , , ;  0 0x i aixb   . 

则 是 到 的映射。因为0 ; , ;M M I  P  S    , 0i I iS M     ，所以 是满射。 

下证明： 是半群同态。事实上， 

         , , , , , , , , , ,j i j yx i y j xb a y i a xb a b x i y j             , 

于是 为半群同态。 

现令 ，若    0, , , , , ; , ;x i y j M M I    P     , , , ,x i y j    ，则 i j ya xb a b  ，再据命题 3.3，有 
* *

i j ya b LL a xb  L，进而   ,，而   均为 E L 的代表元，故   。如果   , , , , , x i y j  都是半群

的正则元，那么 ; , ;I  P ia xb0M M  是 S 的正则元。假设  g E S ，且 ig a xb ， i ii a xb a xb  ，是 ig g ，

进而   ,gi E S gi i  ，现在由引理 3.1，知 gi i ，i g ia xb  ；同理， jj a yb a xi b   。注意到， 都是,i j E 

的代表元，所以 。这样， i j

i i j jx exe b a xb a b a yb a eye y           . 

因此 在 的正则元集合上的限制是单射。 0 ; , ;M M I  P 
另一方面，若 ia xb 为 S 的非零正则元，则存在 y S 使得 i i ia xb a xb ya xb   于是 

   i i i i i i ix b a xb a b a xb ya xb a ex b ya xe x b ya x            . 

由于    , 0i I iS M     ，在 ,k I  使得 ky M  ，而 ky a zb ，中 z M 。现在 

         , , , , , , , , , , , ,k i ix y xx i z k x i x b a zb a x i b a i x i             

且  , , ix i a xb   。这样，证明了：对于 S 任意正则元 ，存在正则元 ，得a  0 ; , ;x M M I  P x a  。 

最后，证明： 为 同态。为此，设 ，且 *L      0, , , , , ; , ;x i y j M M I    P 
     *, , , , ,x i y j  L , 

由引理 3.4，知   ，这样 ,i ja xb a yb S   ，据命题 3.3，有    *

i jLa xb a yb  ，故 保持 类，即*L   为

同态。 *L 
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  设存在左消幺半群上正规 Rees 矩阵半群 和从 到 S 上的 满同态 0 ; , ;M M I  P 0 ; , ;M M I  P *L   ，

使得 

  在 的正则元集合上的限制是单射； 0 ; , ;M M I  P

 对于 S 的任意正则元 a ，都存在正则元 ，使得 0 ; , ;x M M I  P x a  。 

由于 是 rpp 的，我们知道，S 是 rpp 的。另一方面，由于上面两性质，我们知道，

的正则元集在

0 ; , ;M M I  P

 ; , ;M I  P


0T M  下的像恰为 S 的正则元集。这一性质表明，S 的所有非零幂等元都是本原的。

另一方面，由引理 3.4(5)的证明，知  1, ,i I iT p i T
  是右本原可分的。易知， 

  1, ,i I iS T p i T   
    

是 S 的右本原分解，再据命题 3.2，S 是本原可分 rpp 半群。                                           □ 

注意到，正则左消幺半群是群。所以下面是定理 3.5 的直接推论。 

推论 3.6 半群是本原可分正则半群当且仅当它同构于 0 群(0-group)上的 Rees 矩阵半群，即它是完全 0 单

半群(completely 0-simple semigroup)。 

现在让我们回到定理 3.5 必要性的证明，叙述“若    , , , ,x i y j    ，则 i ja xb a yb  ，再据命题 3.3，

有 *
i jL a xb a yb L 

*  ，进而 L  ，而 , 均为 E L 的代表元，故   ”中，我们仅用到了条件： i ja xb a yb 

与某幂等元具有 关系。因此若*L  i b a ja x yb  与某幂等元具有 * 关系，则 i j 。这时，我们有 

i i i ix b a xb a b a yb a eye y          . 

这证明了，若 S 是富足半群，则 是半群同构。由命题 3.3 及其对偶，知 M 为包含幂等元 e 的 H*-类，故 M 为

消去幺半群。因此，我们有 

定理 3.7 令 为非空集合，M 为消去幺半群。若 P 为,I  0M 上正规 I 矩阵，则 是本原可

分富足半群。反之，任一本原可分富足半群均可以这样构作。 

0 ; , ;M M I  P 
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