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Abstract: In this paper, we establish a class of new integro-sum inequality for discontinuous function, and the 
left hand of the inequality is a nonlinear factor of unknown function, and the sum-term of the right hand of the 
inequality for the unknown function is also a nonlinear factor. We obtain the estimation of bound of the un-
known function. Finally, we apply our result to present estimation of the solution of impulsive differential 
equation. 
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摘  要：本文建立了一类新的非连续函数积分和不等式，其不等式左端为未知函数的非线性因子，右

端和项中也为未知函数的非线性因子。我们给出了未知函数的界的估计。最后，我们用求得的结果给

出了脉冲微分方程解的估计。 
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1. 引言 

众所周知，著名的 Gronwall-Bellman-Bihari 型不等式和它们的各种推广形式，已成为研究微分方程与积分

方程解的存在性、唯一性、有界性和其它定性性质的重要工具，例如近期工作有[1-8]。对非连续函数主要研究

具有脉冲扰动的微分方程，积分方程和泛函微分方程解的定性性质，例如解的有界性，吸引性，Lyapunov 稳定

性等。由于某些实际应用方面的需要，许多新的非连续函数积分不等式已经建立，这方面的工作见[9-16]。 

对研究某些具有脉冲的积分方程的定性分析，早期的不等式对上界的估计有一些不足之处，所以有必要寻

求一些新的积分和不等式来达到结果的多样性，以及作为研究积分方程的工具。本文，我们建立了一类新的非

连续函数积分和不等式，研究了不等式左端为未知函数的非线性项的类型。并给出未知函数的上界估计。我们

的结果可作为研究某些积分方程定性理论的重要工具。 

2. 主要结果 
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本文主要研究了具有下面形式的脉冲积分不等式 
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其中： ，0 1 ,t t 
i
lim it

  0,i  1, 2,i  ，是常数。在本文中， R 表示全体实数的集合，令  : 0,R   ， 

函数 对 的导数记为 z t t  tz t 。 

我们对不等式(2.1)，(2.2)中的函数做如下假设： 

 1H  是 上严格增的连续函数，在R 0,  上取正值，并且满足  lim
t

t


 ； 

 2H 0c  为常数； 

 3H  t 是  的非递减的函数，并且满足  0 0, ,t t    t t ，  0 ,t t   ， ；  0t t  0

 4H w 是 上不减的连续函数； R

 5H  f t 是  上的非负连续函数； 0 ,t 

 6H  u t 是  上只有第一类不连续点0 ,t   0 1 2: , limi
i

t t t t t
 i     的非负逐段连续函数。 

定理 1. 假设非负逐段连续函数  u t 满足积分和不等式(2.1)，则下面的估计式成立： 
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其中： 
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1
iG 表示函数 的逆函数，iG 0,1,2,i  。 

证明：考虑 ，则不等式(2.1)变成  0 1,t t t

       
0

d
t

t
u t c f s u s s     .                                (2.7) 

令  t 表示不等式(2.7)的右边，即 

      
0

d
t

t
t c f s u s    s

c

，                                  (2.8) 

则 是单调不减函数，满足 ，且   0t   0t 

    1u t t  .                                             (2.9) 

(2.8)的两边关于 求导，并利用关系式(2.9)和假设t 3H 可得 
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t

t f t u t f t t f t t        1                 (2.10) 
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由(2.10)可得 
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   ,                                      (2.11) 

改变(2.11)中的变量，令 s t ，然后两边关于 s 从 到 积分，我们得到 0t t

 
    

0 0
1

d
d

t ts

t t

s s
f s s

s


 

  . 

由 的定义(2.4)可得 0G
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即为 
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由(2.9)和(2.12)我们可得定理的估计式(2.3)。 

当 时，则不等式(2.1)变成  1 2,t t t

          

            
0

1

0 1

1 1

1 1

d 0

d d

t

t

t t

t t

u t c f s u s s u t

c f s u s s f s u s s u t

   

   

   

    



  0 .
        (2.13) 

令 表示(2.13)的右边，则 是单调不减函数，且由 t  t  0 1,t t t 的估计式可得 
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 t 两边关于 求导，并利用 和假设t    1u t t  3H 可得 

 
    1
t

t
f t

t





,                                    (2.15) 

改变(2.15)中的变量，令 s t ，然后两边关于 s 从 到 t 积分可得 1t
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由 的定义(2.5)我们得 iG
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由(2.5)以及(2.6)、(2.14)和(2.16)我们推出 
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则我们利用关系式     1u t t  和(2.17)可得 
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同理，对任意自然数 ，当 时，我们可以得到未知函数的估计式 k  1,k kt t t 
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综上定理被证明。 

定理 2. 假设非负逐段连续函数 满足积分和不等式(2.2)，则下面的估计式成立：  u t
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证明：作适当的改变，定理 2 的证明和定理 1 类似，这里不给出详细证明过程。 

3. 脉冲微分方程解的估计 

考虑下列脉冲微分系统 

   
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其中： ，0c  2x R ， 2F R ，   2
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  ， 是 上连续的严格增函数，

且在 上取正值，
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 0,    r r  ，当 时，t   t  。 

假设  , F t x 和  iI x 的定义域为   1 0,, : , ,R t x t t T T x M       ，且满足下面的条件： 

     ,F t x f t x ,                                   (3.19) 

   i iI x   x ,                                      (3.20) 

其中：  f t 是  上的非负连续函数，0 ,t  0i  为常数。 

推论 1. 满足条件(3.19)和(3.20)的脉冲微分系统(3.18)的所有解  x t 有估计式 
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其中： 
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iG 表示 的逆函数， 。 iG 0,1,2,i  

证明：脉冲微分系统(3.18)等价于积分方程 
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    t .                      (3.22) 

利用条件(3.19)和(3.20)，由(3.22)我们可得 
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令    u t x t ，则(3.23)可以写为 
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我们可以看出积分和不等式(3.24)具有(2.1)的形式，且积分和不等式(3.24)中的函数满足定理 1 的条件，由定理 1

我们可以推出估计式(3.21)，推论得证。 
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