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Abstract: The least square method has a standard method in most of books about linear algebra. In this paper 
we introduce the element definitions of inner product space and the standard least square method. And in this 
document we also give a fast calculation for the least square method in inner product space. In the least part 
we give a method for calculating the smallest distance of the sum of finite points to a subspace. This is an ex-
tension for the least square method. 
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摘  要：最小二乘法在一般的线性代数中存在标准的推导过程。本文从内积空间的结构出发去发现最

小二乘法的本质问题，并且给出了最小二乘法取值的快速算法。同时我们给出了在内积空间中多个点

到子空间的最小距离的求法，这是对一般最小二乘的延托。 
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1. 引言 

在一般有限维线性空间中，我们定义距离为传统的欧氏距离，由此我们可以求出一个向量到子空间的距离，

即最小二乘法原理[1]。最小二乘法的理论在广义逆矩阵[2]计算中起重要作用，本文从内积空间出发去研究这个问

题，得到更快的距离的算法[3-6]。 

2. 最小二乘法的一般推导 

令 K 为实数或者复数域， 是 n 维向量空间，我们可以在 V 上定义距离为一般的欧氏距离，即假定nV K

,n n  1 2 1 2, , , , , , x x x x y y y  y V  。定义 
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为 V 上距离。显然如果我们首先在 V 上定义内积 
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则我们可以将 V 看作一完备内积空间，距离可以由内积导出，与我们原先定义的欧氏距离相协调。 

考虑线性方程组 
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可能无解，即任何一组数  1 2, , , nx x x 都可能使 
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等于零。于是我们设法找到这样的  0 0 0
1 2, , , sx x x 使上述(2)值最小，这样的  0 0 0

1 2, , , sx x x 称为方程组的最小二乘

解。这种问题称为最小二乘问题。 

最小二乘法取值  0 0 0
1 2, , , sx x x 的一般推导方法可以在标准的线性代数教课书中看到，我们在这里不再进行

具体推导。 

我们利用欧氏空间的概念来表达最小二乘法，并给出最小二乘解所满足的代数条件。令 
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应用距离的概念，(2)就是
2Y B 。最小二乘法就是找  0 0 0

1 2, , , sx x x 使 Y 与 B 的距离最短。把 A 的各列记为

1 2, , , s    ，记他们生成的子空间为 L。最小二乘法的实质就是寻找 X 使(2)的值最小，就是在 L 中找一向量 Y
使它到 B 的距离比 L 中其他向量到 B 的距离都小。 

3. 完备内积空间上点到子空间的距离 

我们考虑完备内积空间上点到子空间的距离。 

3.1 定理 假定 K 为实数或复数域，E 为 K 上之希尔伯特空间，  , 1ix y E i s   有 
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其中， 
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证明：令
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  为有限为空间，则 M 为 E 的闭子空间，且 E M M   ( M 为 M 

的正交补空间)。当 x M 时，上述公式显然成立。下面假定 x E M  ，欲使 x 与 y 有最短距离的充分必要条件

是 x – y 与 M 垂直。 

故由正交分解定理。我们不妨假定 x = y + z，其中 y M ， z x y M   。此时，有 
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由条件 y M ，我们假定 1 1 2 2 s sy c y c y c y    。由 –x y M 得到 
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令
22 x y   ，则 
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联立方程(5)和(6)，看作(s+1)个系数的方程，有非零解  1 2, , , ,1sc c c ，故必有 
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即 

     2
1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , ,s s sG y y y G y y y x G x y y y    



 

我们考虑希尔伯特空间上的最小二乘法，即考虑  之最小值，由上述定理可知，如果最小值存在，

其必定为 
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在可分希尔伯特空间中，我们利用此最小距离反推 x 所满足的条件。 
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其中 为一iC s s 矩阵，如果 ，k 行 j 列元素为,k j i  ,k j  ，i 行元素为  , jB  ，i 列元素为 故我们可

以得到 
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由于  1 2, , , sG     在 K 中可逆，假定
2Y B AX B   2

在 x 处取得极小值，故有 
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此时我们显然有 

 x A A A B                                          (8) 

4. 希尔伯特空间上有限点到子空间的距离 

考虑希尔伯特空间上 m 个点 到由点1 2, , , mB B B 1 2, , , sy y y 生成的子空间 M 的距离的最小和，即 
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我们将 1 2, , , sy y y 变为一组标准正交基，即 

   1 2 1 2, , , , , ,s sy y y y y y C     

令 1 1 2 2 s sx c y c y c y     ，对任意  1 2 1i i iB B B i m    ， 1 2,i iB M B M   故(11)式的值为 

2 1
1 1

min
m m

i i
i i

B x
 

   B  

我们需求 

1
1

min
m

i
i

x B


                                        (10) 

由于 

11 11 12 1 1

21 21 22 2

1 1 2

s

s

m m m ms

B d d d y
B d d d y

B d d d ys

   
   


   

   
   




   





   

 


 

   1
1 1 1 1 1

m m s m s

i j ij j j ij
i i j i j

x B c d y c
    

       d  

此时我们不妨假定
1

min ,
m

j j ij j
i

C c d c


  K ，由于 jC 之间彼此没有影响，故我们求得(9)式的最小值为 

 1 2
1 1

, , , ,
m s

i s
i j

G B y y y C
 

     j                                (11) 

同时，假定 按照绝对值的顺序递增，当 m 为基数时，ijc  
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5. 结论 

本文在内积空间中看待最小二乘法，并把有限点到子空间距离的一般算法推广到一般希尔伯特空间上。 
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