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Abstract: On the basis of Hu Ke’s result, by reforming the estimate inequality of Euler constant, the im-
proved Van der Corput’s inequality is obtained. Our result is:  
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摘  要：本文首先改进对 Euler 常数的估计式，在胡克已改进的 Van der Corput 不等式的基础上进一步

改进Van der Corput不等式，得到
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1. 引言 
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其中 1e  是最佳的。胡克在文[2]中将它改进为 
1

1
1

1 11

1e log
4

nn S
k
k

n nk
a n

 


 

         
  nn a ，                            (2) 

Copyright © 2013 Hanspub 9 



洪静，洪勇  Van der Corput 不等式的进一步改进 

(该文中误将
1 log
4

n n 写为
1 log
4

n
n

 n )其证明主要依赖于对 Euler 常数的估计式[3] 

 
1 1 , 1,2,

2 1 2nD n
n n

   


                                (3) 

其中
1

1 log
n

n
k

D n
k

  。 

本文将在改进这个估计式的基础上，进一步改进 Van der Corput 不等式，得到更加精确的结果。 

2. 预备引理 

引理 1 设
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1 。故  f x 是  1, 上的正值下凸函数，由 Hardmard 不等式，有 
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另一方面 
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结合以上两方面，知(4)成立。 
注：利用(4)式，可以得到 
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引理 2[4] 若 ，则有 0x 
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证明：显然 时结论成立，故只需考虑 。因为 1n  2n 
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由引理 2，又有 
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于是，得到 
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因为 时，有 2n 
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由(8)、(9)、(10)、(11)便得到 
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3. 主要结果与证明 
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其中的常数 1e  是最佳的。 
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1

1 1 11

11 1
n

n n n n
kSk k k k m m

k k mk n n n

c a c a c a
kS kS mS  

    ， 

于是有 

   
1 1 1 1

1 1 1 11
1

1 1 1 11 1 1 1 1

1 1n n n n

n

n n n n nS S S S
k k k kkSk k k k k m m m m n

n n n m n m n mk k k k km

a c a c c c a c a S c
mS m

  
   



         

    
                               
           

    

          k







， 

Copyright © 2013 Hanspub 12 



洪静，洪勇  Van der Corput 不等式的进一步改进 

Copyright © 2013 Hanspub 13 

又因为 

   
1

1
1 1

1
1 1

1 1
1

nn S
k

n k n n
n m n m n mk n n m

S c S S
S S n S



 


   

 
      

   1  ， 

所以 

   1
1

11
1

1
1 1 1 1 11

11 1 11
nn

n n

nSnSn S nS nnk
k m m n n n

n m n n nk m n n n

n Sc
a c a a n S a

m S nS nS nS

 
    




    

    
                 

     na 。 

由引理 3 便知(12)成立。 
显然，(12)式是(2)式的进一步改进。 
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