
Pure Mathematics 理论数学, 2013, 3, 195-200 
http://dx.doi.org/10.12677/pm.2013.33029  Published Online May 2013 (http://www.hanspub.org/journal/pm.html) 

Dually Flat Fourth Root Metric* 

Bing Xu 

Department of Mathematics, Ningbo University, Ningbo 
Email: 13819822167@163.com 

 
Received: Feb. 23rd, 2013; revised: Mar. 9th, 2013; accepted: Mar. 24th, 2013 

 
Copyright © 2013 Bing Xu. This is an open access article distributed under the Creative Commons Attribution License, which permits 
unrestricted use, distribution, and reproduction in any medium, provided the original work is properly cited. 

 
Abstract: In this paper, we mainly study three kinds of Finsler metrics which have the square root, and get 
some differential equations when they are dually flat. Furthermore, we discuss the relationship between the 
three kinds of Finsler metrics. 
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摘  要：本文主要研究三类带根号的芬斯勒度量，并得到了它们作为对偶平坦度量时所满足的微分方

程，进一步探讨了三类度量之间的关系。 

 
关键词：芬斯勒度量；对偶平坦；测地系数 

1. 引言 

对偶平坦的芬斯勒度量是一类具有特殊几何性质的度量，它产生于信息几何。S.-I. Amari 和 H. Nagaoka 在

研究信息几何时第一次提出了对偶度量的概念[1]，2006 年沈忠民把这个概念推广到了芬斯勒几何[2]。不仅如此，

对偶平坦在相对论和超弦理论中也有着重要应用。程新跃和沈忠民研究刻画了局部对偶平坦的  ,   度量的性

质，并提出流形 M 上的 度量是局部对偶平坦且具有迷向旗曲率的等价条件是其为局部闵可夫斯基度量，

或者它是局部射影平坦且具有常旗曲率的芬斯勒度量[3]。近年来， 次根式度量由于其具有应用背景，受到一

定关注[4,5]。 

Randers

m

2011 年 A. Tayebi 和 B. Najafi 研究了形如   1

1

1
m

m

mii
i iF a x y y   的 次根式对偶平坦的芬斯勒度量，并

且通过计算得到了 次根式芬斯勒度量满足局部对偶平坦的条件[6]。 

m

m

在芬斯勒几何中，四次根式的芬斯勒度量是一类重要的度量，其中以下三种具有代表性的四次根式度量值

得我们探讨： 

F A B C   ，                                    (1) 
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F A B  ，                                      (2) 

4F A ，                                          (3) 

其中   i j k l
ijklA a x y y y y ， ，  i j

ijB b x y y   i
iC c x y 。李本伶和沈忠民研究了度量(2)和(3)在射影平坦时所具

有的性质[7]。本文主要研究局部对偶平坦的芬斯勒度量，得到以下结论。 

为简便起见，令 
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定理 1.1 A 不可约， 0B  ，芬斯勒度量 1 2F A B C   是局部对偶平坦的， 

方程 
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注：上述定理的证明对以后在对偶平坦的条件下，进一步探讨形如 F A B  的芬斯勒度量的几何性质

(特别是测地线的计算和旗曲率的表达式)有重要意义。 

推论 1.1 若芬斯勒度量 F A B C   局部对偶平坦，则 4F A 局部对偶平坦。 

推论 1.2 当 A 不可约， 时，芬斯勒度量 0C 

F A B C A B F     ， 

则此时 F 的测地系数为： 

8

l li ix x
A AB

G g
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 l ， 

其中  ilg 为  ilg 的逆矩阵， 

3 2

3 2

2 4
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i l i l i ly y y y y y
il

AA A A A B
g

A

 
 。 

特别地，当 时，芬斯勒度量 0B C 

4F A B C A F      ， 

则此时 F 的测地系数为 

 6

12

l
il i l

i x
AA y y A

G
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 。 
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2. 预备知识 

定义 2.1 设M 是一 维流形，若切丛TM 上的函数n  ,F x y 满足以下条件： 

1)  ,F x y 在 上是光滑的；  \ 0TM

2)   , , F x y F x y  ； 

3) 对于任意的   ，, \x y TM 0     21
, ,

2 i jij ij y y
g g x y F x y  是正定的。 

则 F 为芬斯勒度量。 

对于芬斯勒度量  , F x y ，设点 x 为流形 M 上任意一点，如果在切从TM 上总存在一个局部坐标系  ,i ix y ，

在这个坐标系上使得  F F x ，则 F 为黎曼度量：若  F F y ，则 F 为闵可夫斯基度量。 

定义 2.2 设 为 c t M 上的一条曲线，若它满足方程组： 
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其中 
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，                                  (4) 

则 为 c t M 上的一条测地线。这里 为iG F 的测地系数。 

定义 2.3 设  , F F x y 为流形M 上的芬斯勒度量，如果每一点都存在一个坐标系使得 

1

2
j

i ij

y
G g H  ， 

其中   2, m

m

x
H H x y F y     6 ，则度量 F 称为局部对偶平坦的芬斯勒度量[3]。 

2008 年沈忠民在[8]中给出了有关对偶平坦的如下引理： 

引理 2.1 F 是开区域 上的芬斯勒度量，nU R F 是对偶平坦的当且仅当满足方程 

2 22k l l

k

x y x
F y F    0     。                                    (5) 

3. 定理 1.1 的证明 

由引理 2.1，若度量(1)是一局部对偶平坦的芬斯勒度量，其中   i j k l
ijklA a x y y y y ，   i j

ijB b x y y ，

，将  i
iC c x y 1 2F A B C   代入方程(5)，即 

   2 2
1 2 1 22 0
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k
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成立。通过直接计算可知上面方程等价于 
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成立。 

易见 0A  且 0A B  ，将(6)式两边同时乘以  3 2
3 216A A B ，简化得 
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由于 A 不可约，且 0B  ，所以    3 2 3 2
,A A B A B  和 A 均为无理式，从而由代数知识可知

 3 2
A A B ，  3 2

A B 和 A 的系数为零，则方程(7)等价于 
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成立。 

另外，由(8)式可得 

 0 02 2 l ll x y
A A A A A  ， 

从而， 0 ly
A A 被 A 整除。若 A 不可约，则存在 使得 

0A A ，                                          (12) 

其中   k
k x y  。将(12)式代入(8)得 
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由(9)式得 
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将(12)~(14)式代入(10)式整理得 
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同样将(12)~(14)式代入(11)式整理得 
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证毕。 

通过计算可知芬斯勒度量 4F A 对偶平坦的等价条件为(8)式成立，从而推论 1.1 成立。 

4. 推论 1.2 的证明 

当 时，0C  F A B C A B F     。若其为对偶平坦的芬斯勒度量，则由定理 1.1 可知 

0 ll 2
x

B B 。                                (17) 

度量(2)所对应的矩阵
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将(13)和(17)代入(4)式得芬斯勒度量 F A B  的测地系数为 
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 ， 

其中

B

 ilg 为  ilg 的逆矩阵。 
4F A B C    其为对偶平坦的当 0B C  时， A F  ，若 芬斯勒度量，直接计算可知芬斯勒度量(3)

的度量矩阵  ijg 形式为 
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从而  il 的逆矩阵  ilg g 具有如下形式 
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其中 为 的逆矩阵。将(13)式和(19)式代入(4)式可得芬斯勒度量(3)的测地系数为  i ly y
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证毕。 
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