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Abstract: This paper studied the uniqueness of polynomial posed by Gross in 1976, and proved that there ex-
ists a set S with 3 elements such that for any two non-constant polynomials f and g, if f and g share S CM, 
then f g . And the number 3 of the set S is best possible. 
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摘  要：本文研究了 Gross 在 1976 年所提出的一个惟一性问题关于多项式的情形，证明了存在三个元

素的集合 S，使得对于任何两个非常数多项式 f 和 g，如果 f, g CM 分担 S，则 f g 。并且集合 S 的基

数 3 是最佳的。 
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1. 引言 

设 f 是一个函数， 是一个常数， 是一个集合，记a S     , :E a f z f z a  ，其中 重根记 次， 

。设

n n

 f , :
a S

E S z f z


   a ,f g 是两个函数，若    , ,f E a g ,E a ，则称 f g CM 分担 ；若 

，则称

a

 , f   ,E S E S g ,f g CM 分担集合 。 S

1926 年，Nevanlinna[1]证明了： 

定理 A 设 是 4 个判别的有穷复数，若非常数整函数1 2 3 4, , ,a a a a ,f g CM 分担 ，则1 2 3 4, , ,a a a a f g 。 

1976 年，Gross[2]提出下述问题： 

问题 A[2] 能否找到两个(甚至一个)有限集合 jS ，使得对任何两个非常数整函数 f 与 g ，只要满足 

，必有  ,jE S f E S g ,j f g ？若这样的 S 存在，问 的最小基数是多少？ S

1982 年，Gross 和 Yang[3]证明了： 

定理 B 设 ，则对于任何两个非常数整函数 : e 0zS z z    f 与 g ，只要满足 ，必有  ,E S f E S g ,

f g 。 
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1994 年，仪洪勋[4]证明了： 

定理 C 设 与 为正整数， 与 为非零常数，且满足 ， ， 与 没有公因子，代数方程

没有重根； 表示代数方程

n

0

m a

1 2, ,

b

, nw

15n 
n mw b

5n m 

0

n m
n mw aw b  w w w a  

0

的 个不同的根， 

，这里 c 与 为常数，且

n

 c   d1 2 ,d c , ,w  ndwS c dw  d  。则对于任何两个非常数整函数 f 与 g ，只要满

足 就有 ,E S f E S , g( f g 。 

1995 年，仪洪勋[5]进一步证明了： 

定理 D 设 f 与 g 为非常数整函数，集合  0n n mS w C w aw b     ，其中 与 是二个互质的整函数，

且满足 ，a 与 是二个非零常数，使得代数方程

n m

2 5n m b 0n n mw aw b   没有重根。如果    , ,E S f E S g ，

则 f g 。 

由定理 D 可知，存在一个具有 7 个元素的复数集合，使得对于任何两个非常数整函数 f 与 g ，只要满足

就有  , ,E S f E S g  f g 。但 的最小基数是否为 7，仍有待解决。 S

由于多项式是整函数，所以上述定理也适用于多项式函数。但是，是否能用更简洁的方法证明分担集合的

多项式的惟一性？并且，在多项式的情形下，所分担集合的最小基数是否能确定呢？本文解决了上述问题，并

得到一些相关的结论。 

定理 1 设 是一个正整数，设 1: 1 0 ,  n nS z z z n     3 ,f g 是两个非常数多项式，若 ,f g 满足

，则  , ,E S f E S g f g 。 

注：设 是相互判别的非零有穷复数，f 是任意非常数的多项式，且 , , ,S a b a b g f a b    ，则 ,f g 满

足 ，但是 E S f  , ,E S g f g 。这说明定理 1 中 是最好的。 3n 

定理 2 ，a 是非零有穷复数， 是一个正整数，设 : nS z z a   0 2n  ,f g 是两个非常数多项式，若 ,f g

满足 ，则   , ,f E S gE S f tg ，其中 1nt  。 

推论 1 设 ， 是判别的非零有穷复数， ,S a b ,a b ,f g 是两个非常数多项式，若 ,f g CM 分担 ，则或者S

f g ，或者 f g a  b 。 

2. 定理的证明 

2.1. 定理 1 的证明 

由于 ，且  , ,E S f E S g  ,f g 是多项式，有 

       1 1n n n nf z f z K g z g z 1 1                                (1) 

其中 K 是常数。 

对(1)两边求导，得 

              2 21 1n n f z nf z n f z Kg z ng z n g z             。              (2) 

断言 。 1K 

下面分两种情形证明： 

情形 1。存在 满足0z  0 0f z  ,且  0 0g z  ，代入(1)，可以得到 1K  。 

若对任意 满足0z  0 0f z  ，但 ，由(2)可知，一定存在 0 0g z   f z 的一个零点(不妨仍设为 )，使得

，即 
0z

  0 0ng z n  1

 0

1n
g z

n


 ，                                      (3) 

代入(1)，有 
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1
1 1

1
n n

n n
K

n n

           
     

1 。                                  (4) 

情形 2。存在 满足 ,且1z  1 0g z   1 0f z  ,代入(1),可以得到 1K  。 

若对任意 满足1z  1 0g z  ，但 ，由(2)式可知，一定存在一个 1 0f z   g z 的一个零点(不妨仍设为 )，

使得 ,即 
1z

  1 1nf z n  0

 1

1n
f z

n


 。                                     (5) 

代入(1)得 

1
1 1

1
n n

n n
K

n n

          
   

。                                (6) 

由(4)和(6)可得 

1
1 1

2

1

n n
n n

n n

K

            
 

或

1
1 1

0

1

n n
n n

n n

K

            
  

， 

这与
1

1 1
0,2

n n
n n

n n

        
   

矛盾。故必有 K 1 。 

于是(1)式等价于        1 1n n n nf z f z g z g z   
n

。 

上式两边同时除以  g z ，可得 

   
 

   
 

1 1n n n n

n n

f z f z g z g z

g z g z

  
 ， 

即 

 
   

 
 

1
1

1

n n
f z f z

g z g z g z



1
    
         
     

，                              (7) 

设    
 

f z
h z

g z
 ，则有 

          
 

1
1 11

1 1 ,   
1

n
n n

n

h z
h z h z g z

g z h z


 

   


。 

若 ，分两种情况：   1nh z 

情形 3。 ，则  1h z     f z g z ； 

情形 4。   1h z  ，则      1 2 1 0n nh z h z h z     ，此时一定有      2 3 1 0n nh z h z h z      ，否

则 ，矛盾。   0h z 

由(7)， 

                   1 2 2 31 1 1n n n ng z h z h z h z h z h z h z h z h z                   1  

且   1h z  ，所以 ，矛盾。      2 3 1 0n nh z h z h z     

若 ，且  1nh z    1h z  ，因而      1 2 1 0n nh z h z h z      。 

由(7)，有 
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2 2

2 1

1

1

n

n

h z h z h z
g z

h z h z h z





   


   




。 

其中， ， 。    1, 2, , 1ih z t i n   1n
it 

特别地， ，于是，    1,  h z t h z t 2

   

   

1

2

1

1

h z t
p z

h z t
q z

  


  


， 

其中 和 均为非常数多项式，则有 p z  q z
   1 2

1 1
t t

q z p z
   ，或者 

        1 2p z q z t t p z q z                                        (8) 

比较(8)两边多项式的次数，矛盾。 

于是得到 ，即  1h z     f z g z 。定理 1 证毕。 

2.2. 定理 2 的证明 

同定理 1 的证明，由条件可得 

    n nf z a K g z a   ，                                (9) 

对(9)两边同时求导，得 

       1 1n nnf z f z Kng z g z   ， 

设 满足 ，则 。 0z  0 0f z   0 0g z 

将 ，代入(9)式得
 
 

0

0

0

0

f z

g z
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1 ，所以    n nf z g z ，即    f z tg z ，其中 ，定理 2 证毕。. 1t nK

2.3. 推论 1 的证明 

由定理 2， 。  : 0nS z z a  

当 时， 有两个元素，不妨设为2n  S  ,S a b 。 

若 ,f g CM 分担 ，有 S

           f z a f z b K g z a g z b                             (10) 

对  f z 和  g z 进行平移变换，令 

   1 2

a b
f z f z


  ，    1 2

a b
g z g z


  ， 

代入(10)，得到 

   
2 2

2 2
1 12 2

a b a b
f z K g z

           
     

， 

即  1f z 与  1g z CM 分担
2

2
1 : 0

2

b a
S z z

       
   

。 



刘丹，林威扬  分担集合的多项式的惟一性 

Copyright © 2013 Hanspub 299 

由定理 2，有    1 1f z g z 或    1 1f z g z  ， 

当    1 1f z g z 时，    f z g z ； 

当    1 1f z g z  时，    f z g z a b   。 

推论 1 证毕。 
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