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Abstract: This paper considers the existence of fixed points of a function which cannot be applied to the 
Mann iterates. By constructing some compression function, we obtain the fixed point via Mann iteration 
method. 
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摘  要：本文研究一类不满足 Mann 迭代的函数的不动点的存在性。通过构造压缩函数，我们使用 Mann
迭代方法得到了不动点。 
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1. 引言 

利用 Mann 迭代求不动点是目前国际上比较常规的方法，可参考文献[1,2]，但是有些函数存在不动点却不

满足 Mann 迭代的定义，我们试图压缩函数使之满足 Mann 迭代的条件。 

定义1.1 设 A 、B 为非空数集， :f A B 是定义在 A上的函数，若存在 *x A ，使得  * *f x x ，则称 *x

为函数  f x 在 A 上的一个不动点。 

定义1.2 (Mann迭代)设  ,a b 是实轴上的有界闭区间，然后考虑一个连续映射    : , ,f a b a b 。让 nt 为区

间  ,a b 实的任意数列，考虑  ,a b 上的迭代序列 nx 满足：  1 ,x a b  

   1 : 1n n n n nx t x t f x     

这种迭代就是常说的Mann迭代，或Krasnoselski-type。 

定理 1.1[2] 设  f x 是  ,a b 上的连续函数，且       0,f a a f b b   则  f x 在  ,a b 上存在不动点。 

上述定理描述的函数不全部满足 Mann 迭代的条件，为此我们可以通过构造压缩函数使压缩后的函数满足
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Mann 迭代的条件，并且不动点与压缩之前的函数相同。 

定理1.2[1] 设  f x 是  ,a b 上的连续函数，而且    : , ,f a b a b ，则  f x 在  ,a b 上必有不动点P，且对任

意的  0 ,x a b ，Mann迭代序列 

   1 : 1n n n n nx t x t f x     

 x 的某个不动点，其中 。 
1

0 1, lim 0,n n n
n n

t t t


 

    f必收敛于

2. 主要结论及其证明 

定理2.1 设         , , , , , , ,f C a b m n a b m n  ,a b在端点 处存在邻域    ,U a U b  使  f x 在邻域内可导。

设 

      0,f a a f b b    

则  f x 必有不动点。若      1 1f a f b   0 ，则可以通过构造新的函数    mF x xG x  ，用迭代格式

  n n n n n1 1x t x t G x   把不动点迭代出来，称m为压缩系数，满足： 

 inf ,i ib x x a
m

M N

 



 

其中  
     
     

, ,

, ,

f x x f a a f b b
F x

f x x f a a f b b

  
   


i，x 为  f x ,的不可导点和导数值为零的点，M N 为  f x 的上下界。 

证明：     , , , f C a b m n ，则  f x 必有界。 

1) 若    ,f a a f b b  ，由定理1.1可知存在不动点。 

①若 ，令   1, 1f a f b      F x f x x  ， F 有界，并且可设 F 的上下界分别为 M N 和 M N  ，

下证存在 满足 m

 inf ,i ib x x a
m

M N

 



 

使得构造的压缩函数  G x 满足Mann迭代的条件。 

 inf , 0b x x ai i f x 在两端点存在某邻域使邻域内可导，故若 ix a因  或 ix b 则    。根据引理构造出

新的 与 G x  mF x x   f x 有相同的不动点，并且  ,ix a b   

       
inf ,i i

i i i

b x x a
a M N x mF x

M N

 
     

 ix G x  

       inf ,i i
i i i i

b x x a
G x mF x x M N x b

M N

 
     


  

则 满足定理1.2的条件，故可以用Mann迭代将不动点迭代出来。  G x

②若 ，令   1, 1,f a f b      F x f x   x ，则构造的  G x 满足情形①的条件。 

2) 若    ,f a a f b b  ，同理可证。 

综上所述，定理得证。 

定理2.2 设         , , , , , , ,f C a b m n a b m n  ,a b在端点 处存在邻域    ,U a U b  使  f x 在邻域内可导。

则  f x 必有不动点。若满足定理2.1的边界条件，可直接迭代。若不满足则可以对定义区间分隔，并分别对分

割区间用定理2.1将不动点迭代出来。 

证明：若满足定理 2.1 的边界条件则可以应用定理直接求出。 
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若不满足定理 2.1 的边界条件，则可能出现    ,f a a f b b  或    ,f a a f b b  两种情况。①若

   ,f a a f b b  ，则  ,c a b  使得  f c  c ,将区间分为    , , ,a c c b ，对两个区间分别应用定理 2.1 即可。②

若    ,f a a f b  b 则  ,d a b  使得  f d  d 。将区间分为    , , ,a d d b ，对两个区间分别应用定理 2.1 即可。 

3. 定理应用 

例 求函数  在区间  5 330 2f x x x     6, 6 上的不动点。 

解：根据条件确定出 的取值，取 构造函数 m 0.001m 

   5 30.001 30 2G x x x x x       

取
1

n
n

t  ，可知满足 Mann 迭代的条件。 

从下图我们也可以清晰地看出压缩过程，压缩函数满足 Mann 迭代的条件，并且压缩函数的不动点和原函

数的不动点相同。 
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使用 Mathematica 计算，取初值为 6，迭代 900 次，与实际数值解比较，发现收敛于其中一个不动点。 

程序如下： 

[ , 0 , ] :Iterate f x n Integer     

[{ {}, , 0},Module t i temp x   

[ , ];AppendTo t temp  

[ 1, , , (1 1/ ) (1/ ) [ ];For i i n i temp i temp i f temp         

[ , ];AppendTo t temp  

t ]  

[ ] : 0.001( ^ 5 30 ^ 3 2 )f x x x      x x  

[ ,6.,900]Iterate f  

解得  5.47306x 

用 Mathematica 求上述问题的数值解 

[ ^ 5 30 ^ 3 2 ,{ }]NSolve x x x x      

解得 

0.21579 0.327541x i    

0.21579 0.327541x i    

5.47529x    

0.43381x   

5.47306x   
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