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Abstract: In this article, based on analysis of three turning angles algorithm of cubic spline interpolation, the 
cubic spline interpolation is generalized on the condition of the second boundary. The methods are presented 
on the condition that the second derivative of arbitrary two nodes is given. At the end of the article, this cal- 
culation method is illustrated through an example. 
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摘  要：本文在分析了三次样条插值里三转角算法的基础上，对第二种边界条件的情形进行了推广，

研究了此情形下任意两插值点二阶导数已知的样条函数的解法。文章的最后，通过一个例子，说明了

此计算方法。 
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1. 引言 

在现在的工程设计中，期间经常会出现函数值计算的问题。但是，具体问题中产生的函数关系一般都会非

常繁琐，更有甚者的是没有确定的解析式。为了解决上述实际工程问题，数学中函数逼近的思想也随之发展。

其中，插值法是函数逼近的一种重要的方法。人们常用的插值法有 Lagrange 插值，Newton 插值，Hermite 插值

和分段多项式插值等等，本文所研究的三次样条插值其实是一种改进的分段插值[1]，而在此之前，大多数的文

献研究的是第二种边界条件中两端点处的二阶导数值已知的情况下三次样条插值函数的求法，但在实际的工程

问题中，有时端点处的值不好得到，所以本文对其情形进行了推广[2]，研究了在此边界条件下任意两点的二阶

导数值已知的情形下插值函数的解法，有了此解法，我们可以在任意的情形下得到其插值函数。传统意义上的

解法是直接要解出 的矩阵，即解带有 个未知数的 n 个方程组，当插值点很大，即 n 很大的时候，计算量

是很繁重的，而本文引入了追赶法对其插值函数进行了求解，因为其矩阵是三对角线性方程组满足了追赶法求

解的要求，计算量会大大减小。 

n n n

2. 三对角线性方程组的追赶法 

若线性方程组 Ax b 中，系数矩阵 A 满足，当 1i j  时，就有 0ija  ，则称 A 是三对角方阵，同时把方
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程组叫做三对角线性方程组。 
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如果满足 1 1 0a c   0n na d    2,3, , 1i i ia c d i n    ，则称 A 为对角占优的矩阵。 

定理 1 三对角方阵 A 如果为对角占优矩阵，则 A 有三角分解 

1 1

2 2 2

1 1

1

1

1

1
n n

n n

u c

l u c

A

l u

l u
 

  
  
  
  
  
  
    

   

1nc 









 

其中，为写出的元素是 0，而 由下式计算，即： ,i jl u
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 n  

将系数矩阵 A 分解成两对角阵 的乘积后解三对角线方程组LU Ax b 可化为求解两个三角形方程组 Ly b  

。 Ux y

1) 用追的过程解  Ly b
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得 

1 1

1

2,3, ,
i i i i

y b
i n

y b l y 


   

 。 

2) 用赶的方法解Ux  y
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得 

1

1, , 2,1

n
n

n

i i i
i

i

y
x

u
i n

y c x
x

u


 
     


 。 

3. 三次样条插值函数 

设在区间  ,a b 上取 个节点 ，给定这些点的函数值1n  0 1 na x x x b        0,1, 2, ,i if x f i n   。

若  s x 满足条件： 

1)    2 ,s x C a b ； 

2)   , 0,1,2, ,i is x f i   n； 

3) 在每个小区间  1,i ix x  上，  s x 是三次多项式。则称  s x 为三次样条插值函数。 

三次样条插值函数[3]是分段三次多项式，在每个小区间  1,i ix x  上可以写成 

  3 2 , 0,1,2, ,i i i iS x a x b x c x d i n      1， 

其中 和 为待定系数。所以，, ,i i ia b c id  s x 共有 个待定参数。根据4n  s x 在  ,a b

0,1, 2

上二阶导数连续的条件，在节

点 处应满足连续性条件 ，共有 个条件。再加上 2, 1n  0,1,ix i ,        0k k
i is x   0 , k s x 3 1n  1n 

个插值条件，共有 个条件。因此，还需要 2 个条件才能确定4n  2  s x 。通常在区间  ,a b 端点 和0a x nxb  上

各加一个条件(称为边界条件)，可根据实际问题的要求给定。通常有以下三种： 

1) 已知两端的一阶导数值，即 

   0 0 , n nS x f S x f   ； 

2) 已知两端的二阶导数值，即 

   0 0 , n nS x f S x f    ， 

其特殊情况为    0 0, 0nS x S x   ； 

3) 周期边界条件 此时，对函数值有周期条件   0 , 0,1,k k
nS x S x k  2 0 nf f 。 

以给定端点的二阶导数值情况(第二种边界条件)来讨论，根据 Hermite 插值函数[4,5]，  s x 在每个区间

  1, 0,1, 2, ,i ix x i n   1 上的表达式为 
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对 求二次导数  S x
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记 ，对于第二边界条件中   0,1, ,i im S x i n   0 , nf f ，已知，参数 由下列方程组确定 0 1, , , nm m m
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式中 

 

 

   

1 1

1

1

1 1

1

1, 2, , ,

1,2, , 1 ,

3 1 1,2, , 1

i i i

i
i

i i

i i i i
i i i

i i

h x x i n

h
i n

h h

f f f f
e i

h h



 

 





 



  

  


  
     

 





 n

 

   0 1
0 0 1 0 13 , , 3 ,

2 2
n

n n n

h h
e f x x f e f x x f

 n       

此方程组可采用追赶法[6,7]求解出 。 0 1, , , nm m m

4. 第二种边界条件的其它情况 

第二种边界条件一般给出 ， 0 0S x f   nS x fn  ，即 0 , nx x (两个端点)处的二阶导数 0 , nf f ，下面我们研

究任意其它两个二阶导数已知的情况下的三次样条插值。 

假设 jf 和 kf 已知，不失一般性，不妨设 j k ，此时根据插值函数  S x 的二次导函数表达式，代入(2)我

们有 
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。 

再结合方程组(3)的关系式，方程组第 个方程——第 个方程组成的子方程组如下 j k
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这是三对角方程组，可以用追赶法求解出 1 1, , , ,j j km m m m  k 。 

把已知的 1,j jm m  结合方程组(3)的关系，则有第 1 个方程——第 1j  个方程组成的子方程如下 
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此方程组为 的上三对角方程，先计算出j j 1jm  ，然后很容易得依次计算出 。 2 3 1, , , ,j jm m m m   0

k同理 把已知的 结合方程组(3)的关系，则有第1,km m 1k  个方程——第 个方程组成的子方程如下 n
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此方程组为    n k n k   的下三对角方程，先计算出 1km  ，同样地很容易得依次求出 。 2 3 1, , , ,k k nm m m m   n

5. 计算实例 

设在节点 上，函数 0,1,2, ,10ix i i    f x 的值为 

                     0 1, 1 1, 2 1, 3 3, 4 1, 5 2, 6 8, 7 1, 8 2, 9 2, 10 3f f f f f f f f f f f            ，  

求三次样条差值函数  s x ，满足条件    3 61, 1s x s x   
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 

(结果保留小数点后四位)。 

根据本文上述所说，可先将 求出，即第 4 个方程到第 7 个方程构成新的子方程组，如下： 3 4 5 6, , ,m m m m

3

4

5

6

2 1 11.5

0.5 2 0.5 1.5

0.5 2 0.5 13.5

1 2 1.5

m

m

m

m

  
      
  
  

   

 

这是三对角方程组，可用追赶法求解，得到 3 4 5 64.9444, 1.6111, 8.3889, 4.9445m m m m       。 

接下来，我们将所求的 代入上文所研究的3 44.9444, 1.6111m m    j j 的上三对角方程中，即在此例中

构成 的上三对角方程组，如下： 3 3

0

1

2

0.5 2 0.5 0

0.5 2 5.4772

0.5 7.69435

m

m

m

    
        
        






 

我们先计算出 ，然后依次计算出2 15.3887m  1 050.6004, 187.0129m m   。 

最后，我们再将 代入上文的5 68.3889, 4.9445m m      n k n k   的下三对角方程中，即在此例子中构成

子 的下三对角方程组，如下： 4 4

   

7

8

9

10

0.5 4.09455

2 0.5 6.5278

0.5 2 0.5 1.5

0.5 2 0.5 1.5

m

m

m

m

   
      
   
   

   








我们先计算出 ，然后依次计算出7 8.1891m  8 9 1045.8120, 178.0589, 663.4236m m m     。 
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最后，结合将所求的代入(1)式经过化简，我们得到三次样条插值函数如下 

 

       
         
         
         
 

2 2

2 2

2 2

2 2

2

1 189.0129 1 52.6004 53.6004 , 0,1

2 48.6004 49.6004 1 13.3887 25.7774 , 1,2

3 17.3887 33.7774 2 10.9444 35.8332 , 2,3

4 1.0555 0.1668 3 0.3889 2.5556 , 3,4

5 3.6111 13.4

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x
s x

     

      

      

     

  


       
         
         
         
   

2

2 2

2 2

2 2

2 2

444 4 4.3889 19.9445 , 4,5

6 12.3889 59.9445 5 20.9445 133.667 , 5,6

7 11.0555 58.333 6 6.1891 42.3237 , 6,7

8 10.1891 70.3237 7 49.812 400.496 , 7,8

9 ( 41.812 336.496) 8 174.

x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x

   

      

     

      

        
         2 2

0589 1564.5301 , 8,9

10 182.0589 1636.5301 9 669.4236 6697.236 , 9,10

x x

x x x x x


















 


      

 

利用 Matlab 画出其三次样条插值函数的图像[8,9]如图 1 所示。 
 

 

Figure 1. Cubic spline interpolation curve 
图 1. 三次样条插值曲线 
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