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Abstract: This paper is devoted to studying the uniqueness problem on meromorphic functions whose dif- 
ferential polynomials share two values. By using the notion of multiplicity, we obtain two theorems which 
improve the previous results. 
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摘  要：本文研究了亚纯函数的微分多项式分担两个值的唯一性问题。利用重数的概念，得到了两个

定理，其结果推广了前人的有关定理。 
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1. 引言 

本文中的亚纯函数均指整个复平面上的亚纯函数，采用 Nevanlinna 理论的标准记号，其中 
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是  f z 的正对数在 z r 上的平均值； 
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这里 表示 ,n t f  f z 在 z t 上的极点个数，且重级极点按重数计算，  0,n f 表示  f z 在原点处极点的重数，

 f,n t 表示重级极点只计一次时  f z 在 z t 上的极点个数，分别记  ,N r f 和  ,N r f 为  f z 极点的计数函

数和精简计数函数， 表示 ,kN r f  f 的极点重数为 k 的计数函数(k 为正整数)；且 表示任何满足

(当 r 时)的函数(见[1,2])。设 a 是复数，若

 ,S r f

     , ,r fS r f T  f a 和 g a 的零点相同(计重数)，则称 a
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为 f 和 g 的 CM 公共值；若 f a 和 g a 的零点相同(不计重数)，则称 a 为 f 和 g 的 IM 公共值[2]。设 是0z f 和 
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,

1LN r
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f 的公共 1 值点，重数分别为 。,p q  

表示当 时p q f 的 1 值点的计数函数(不计重数)，
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1f 表示当 时，1p q  

表示当 2p q  时， 1f  的零点的计

数函数；类似地，定义
1

,
1

N r
g 

 
 
 

和L
1

E

1
,

1
N r

g

 
  

， 2 1

1

 
 ,EN r

g  
。 

1996 年，Fang 和 Hua[3]讨论了 nf f 和 ng g  CM 分担 1 时的唯一性问题，其中 f 和 g 为非常数整函数。Yang

和 Hua 考虑了亚纯函数的情形，并证明了[4]： 

定理 A 设 f 和 g 是非常数亚纯函数， 为整数。如果11n  nf f 和 ng g分担非零数 a CM，则 f dg ，其

中 或者 这里常数 满足1 1nd 
1g c f 2e

czc e ,cz 1 2, ,c c c   1

1 2

n
c c

 2 2c a  。 

最近，Dyavanal 引入了重数的概念，得到了[5]： 

定理 B 设 f 和 g 是非常数亚纯函数，其零点和极点的重级至少为 s，n 为整数，且 。如果 1 1n s  2 nf f2 

和 ng g分担 1CM，则 f dg ，其中 或者1 1 2e , ecz czg c f c    这里常数 满足 。 1nd   1, ,c c 2c   1 2
1 2

n
c c c


1 

2012 年，Cao 和 Zhang[6]推广了以上定理，证明了： 

定理 C 设 f 和 g 是非常数亚纯函数，其零点的重级至少为 k，整数 n 满足
4

max 2 1, 4  
 

n k k
k

   。如果 

   k kn nf f g和 g 分担 1 CM， 分担  IM，则gf 和    k kn nf f g g 或者 这里常数 满足

。 
1 f 2e , e dzc dzg c 1, ,d c 2c

   1 2c c  1k n
d

 21 1k  
 和 g 是非常数亚纯函数，为方便起见，令    0 kF f f f 1ll kl 1l设 f ， ， ，k 为正

整数， 为自然数，且至少有一个不为零。本文讨论了单项式[7]的唯一性问题，证明了如下结论： 

     klkg g 0lG g 0l

1l , , kl
定理 1 设 和f g 是非常数亚纯函数，其零点和极点的重级分别至少为 S1，S2。如果 F 和 G 分担 1 CM，  f

g 分担 IM，且 满足  0 , , kl  l和
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1 2

k kii j
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由定理 1，可得到 

推论 1 设 f 和 g 是非常数亚纯函数，其零点的重级至少为 1s 。如果 F 和 G 分担 1CM，整数 满足 0 k, ,l  l

0
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 ，则 F G 2或者 1e ,cz eczf c g c ，其中常数 满足 1 2, ,c c c

   1 02
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k kii jj
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定理 2 设 f 和 g 是非常数亚纯函数，其零点和极点的重级分别至少为 1, 2s s 。如果 F 和 G 分担 1 CM， f 和

g 分担 IM，且 满足 0 k, ,l  l

 0 1 2s 
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k k

j ij i
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        0 ， 

则定理 1 的结论成立。 

由定理 2，可得到 

推论 2 设 f 和 g 是非常数亚纯函数，其零点的重级至少为 1s ，如果 F 和 G 分担 1 IM，且 满足 0 k, ,l  l

 1
4 2 3

k

jj
l k


 0 1l s  3 0 ，则定理 1 的结论成立。 
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2. 主要引理 

引理 1[2] 设 f 是一非常数亚纯函数，对于正整数 k，则下面的不等式成立： 

     1 1
, , ,

k
N r N r kN r f S r f

ff

   
         

,  

利用[2, p.365-368]中的定理 7.2 或者[8]中的方法可以证明： 

引理 2 设 f ， g 是非常数亚纯函数，若 f ， g 分担 1 CM， IM，则下列三种情形之一成立： 

1)            2 2, ,1 ,1 3 , ,T r f N r f N r g N r f S r f S r g     , ； 

2) f g ； 

3) 。 1fg 

引理 3[9] 设 f 是一非常数亚纯函数，则对于正整数 k，p 有 

    1 1
, , ,p p kk

N r N r kN r f S r f
ff



   
         

,                        (2.1) 

引理 4 设 f ， g 是非常数亚纯函数，若 f ， g 分担 1 CM，  IM，则下列三种情形之一成立： 

1)               2 2, ,1 ,1 2 ,1 ,1 6 , , ,T r f N r f N r g N r f N r g N r f S r f S r g       ； 

2) f g ； 

3) 。 1fg 

证明：令 
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假设   0H z  ，由对数导数引理知道        , , , :m r H S r f S r g S r   。若 是0z 1 1f g 和 公共单零点，

则 。于是  0H z 0
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考虑到    21 1 1 1
, , , , ,
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再由第二基本定理，有 
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由上述不等式，得 
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由引理 3，得 
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类似地，有 
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把(2.7)和(2.8)代人(2.6)，得关系式(1)。 

若 .积分得   0H z 
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其中 0,A B 为常数。由(2.9)，得 f 和 g 分担1C ，再由引理 2，引理 4 成立。 M

3. 定理的证明 

3.1. 定理 1 的证明 

设 ，    10
kll klF f f f      101 kll kG g g g  ，则 F 和 分担1C ，G M IM 。为方便，令 

。于是 S r    , ,S r f S r g  F 和 满足引理 2 中的三种关系之一。 G

情形 1。假设 
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显然，有 
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根据 F ， 的表达式和引理 1，得 G
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再根据(3.1)~(3.4)和引理 1，得 

             0 0
1 1 1

1
, , , , , ,

k k k

j j j j
j j j

l l T r f T r F N r F l N r f jl N r f l N r S r f
f  

    
                 
   ,  

于是，得到 

 

       

      

0
1

2 2
1 1

1 1 1

,

1 1 1
, , 3 , , , ,

1 1 1
2 , 2 , , , 3 , ,

k

j
j

k k

j j j
j j

k k k

j j j
j j j

l l T r f

N r N r N r F l N r f l N r S r f
F G f

N r N r l N r jl N r g N r f l N r f S r
f g g



 

  

 
 

 
                        

      
            

       



 

   

          (3.5) 

同理可得 

 

       

      

0
1

2 2
1 1

1 1 1

,

1 1 1
, , 3 , , , ,

1 1 1
2 , 2 , , , 3 , ,

k

j
j

k k

j j j
j j

k k k

j j j
j j j

l l T r g

N r N r N r G l N r g l N r S r g
F G g

N r N r l N r jl N r f N r g l N r g S r
f g f



 

  

 
 

 
                        

      
            

       



 

   

         (3.6) 

因为 和f g 零点和极点的重级至少为 1 2,s s ，利用(3.5)和(3.6)得 
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注意到  0 1 22 1
4 3 1 2

k

ii i
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       k

il ，于是(3.7)不成立。 

情形 2。若 F G ，即得定理 1 的结论。 

情形 3。若 。可设1FG  e , ef g   ，其中 , 
l

为非常数整函数。区分两种情形进行讨论： 

情形 3.1。当 时，由1k     1 10 01 1lf f g g l  ，得 

    0 0 1e
l l l       1                                       (3.8) 
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由(3.8)我们知道 e , e     ，其中 ,  为整函数.于是 

    1 0 1el l l       1                                       (3.9) 

对(3.9)两边求导数，得 

    1 0 1 e e 0l l l                                        (3.10) 

根据(3~10)，利用[10, p.2991]中的方法，可以证明 0    。即   恒为常数，这时 e      恒为常数。

由(3.9)，得 0   ，再由(3.8)得   。令
12 1
l

  c  ，从而 ecz df  ， e cz dg   ，其中 为常数。  0 ,c  d

情形 3.2。当 时，由2k           1kl ll
g1l f0 01lf f g 1

kkk g   ，[1, p.74]中定理 3.10 得 ，eaz bf  ecz dg  ，

这里 为常数。令, , ,a b c d 1 2e , eaz czf c g c  1 2e , ecz cz，则 f c g c  ，其中 满足 ，定

理 1 证毕。 
1 2, ,c c c  2

k
i  1

1 2

ki j
l

c c c  0 1jl 

3.2. 定理 2 的证明 

设 ，    10
kll klF f f f      101 kll kG g g g  ，则 F 和 分担1C ，分担 。为了方便起见，令

，于是

G M IM

 S r    , ,S r f S r g  F 和 满足引理 4 中的三种关系之一。同理，类似于定理 1 的证明，可得定理 2，

证毕。 
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