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Abstract: There is a gap between the current geometry theory and its practice applications. The point, straight 
line, ray, parallel line and plane in current geometry possess the character of ideal all. They are the limit of se- 
quence of approximation point, straight line, ray, parallel line and plane separately, when the error bounds 
tend to zero. But the limit possesses the characteristic that could not be arrived at. Therefore, the character of 
only existence and ideal congruence of ideal point, straight line, ray, parallel line and plane must apply axi- 
oms to affirm them. In researching three-dimensional actual space, for ideal geometry element, the system of 
Euclidean geometry is suitable and necessary; but it needs a process of “negation of the negation” to apply it 
in reality question. Two questions of consistency of the axiom system and practice function of axioms could 
not be settled by the method of formal logic and the method of mathematical logic. The settlement of the two 
questions must apply the method of materialist dialectics. 
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摘  要：现行几何理论与实践是有差距的。现行几何理论中的点、直线、平行线、射线、平面都具有

理想性。它们分别是误差界趋向于零时近似点、近似直线、近似射线、近似平行线、近似平面序列的

极限。极限具有不可达到的性质，所以理想点、理想直线、理想射线、理想平行线、理想平面的存在

唯一性和理想合同性都需要用公理的方法去确定。在三维现实空间研究中，对于理想几何元素，欧几

里德体系下的初等几何是适当的、需要的；但在应用这个理论于现实问题时，需要有一个“否定之否

定”式的过程。几何公理体系的无矛盾性、公理的实际意义都是形式逻辑和数理逻辑无法解决的问题。

解决这两个问题都必须使用唯物辩证法。 
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1. 引言 

希尔伯特《几何基础》虽然给出了欧氏几何应当满足的五组公理[1]，但它还存在着以下四个问题： 

1) 关于公理体系的无矛盾性问题，他们讲：“如果实数的算术运算没有矛盾，那么欧氏几何、罗氏几何就

没有矛盾。”但是，哥德尔不完全定理说明：实数系的无矛盾性是数理逻辑无法解决的问题。不仅如此，三分

律的反例的存在说明现行实数理论中存在着“三分律成立与否”的争论。 

2) 理论的价值在于应用。从实践应用上讲，如果不补充上点、线、面的概念与公理体系如何成立的说明，

那么它就无法得到应用；或者说：在实践应用之前，必须补充上点、线、面的实际意义与哪一种公理体系成立

的说明。 

3) 如果不给出点的区分与标志方法，就无法讨论直线上的点的介于关系与不同线段端点的区分与标志问

题。 

4) 亚历山大洛夫讲到：“人们许多次地画直线，然后才能够领会通过任意两点可以画一条直线这个公理”
[2]，但是，人们所能点出的点决不是没有大小的，人们所能画出的直线也绝不是没有粗细的。此外，在宇宙空

间研究中，被人们使用的光线不仅可以有粗细而且还可能是锥形的。对此，有人讲：“数学是一种高度的抽象”，

笔者不同意这种解释。因为，“抽象时只能去掉个性，而不能去掉共性”，在不同的测量工作中，随着“误差

界要求”的不同，被使用的点的大小也可以不同，但它们都是有大小的。“有大小”是测量工作中用来标志位

置的“点”的共性，这种共性是不能去掉的；去掉了这种共性的数学理论就无法具体的而又正确的反映物体大

小的研究工作。 

经过四十多年的反复探讨，笔者发现，必须承认：1) 实践是数学理论的基础；2) 在数学理论中的基本概念

阐述上，“理论与实践之间相互依赖的对立统一法则”是必须使用的基本法则。在这种指导思想下，必须以“深

入联系实践”的做法去寻求与实践相联系的点、线、面概念，并提出一个能与实践联系的、能推出希尔伯特所

有欧氏几何 20 条公理的公理体系。此外，本文使用的方法是“数形结合”的方法，所以文献[3]中阐述的测不准

原则、无穷的基本概念与自然数的 7 条公理、实数与实数集合的公理都是本文提出的这个几何公理体系中已有

的公理。本文与现行几何基础的理论的根本差别是：第一，本文以唯物辩证法为根本方法讨给出了点、线、面

的定义，但现行几何学中不给出这些术语的定义与说明。第二，本文以量子力学中的测不准原理为基本原理，

而他们不是。第三，在坚持无穷是无有穷尽的不使用“实无穷”观点下，无穷长直线、无穷大平面都是达不到

的极限性质的理想事物。 

2. 点、直线、线段合同、结合公理、度量公理与数轴的基本概念 

2.1. 点的辩证概念 

《初等几何学教程》中讲到：“位于直线上任何两点之间，有无穷多另外的点，这些点的集合，叫做线段。

位于点 A 和 B 之间的所有点所组成的线段，记做 AB 或 BA”[4]的说法，如果说每一个点的大小是 0，那么它们

就不能构成有长度的线段；如果说它们的大小不是 0，那么这种点的大小又是多少？由于线段长度是一个有限

数，而线段上的点又是无穷多的，所以无论用多么小的正实数 表示点的大小，都存在着：无穷多个 不是有

限数而与线段长度是有限数的矛盾。为了解决这个矛盾，首先应当给出点的如下定义。 

定义 1 只有位置而没有大小的点叫做理想点；满足一定“误差界要求”的有大小但其大小可以忽略不计的 

点叫做近似点。设
1

10n n
  
 

为以 0 为极限的误差界序列，我们称：随着这个序列逐步得到的、能近似表达一 

个理想点位置的近似点序列为全能近似点列(简称为全能近似点)。 

公理 1 随着误差界趋向于零，每一个全能近似点列的极限是一个唯一的理想点。 

在这个公理的基础上，现行《几何基础》中的即中的公理Ⅳ2(康托尔公理)(本文下边说到的《几何基础》中
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的一切叙述和公理，都是指文献[1]中的叙述和公理)将成为一条定理(参看下文 2.6 节)。 

有了上述点的辩证概念，现在就可以说：“线段可以被看作是连接‘有限个’近似点构成的；但不是由理

想点构成的”。采用这种线段构成的观点，就可以消除上述“点能不能构成线段的矛盾或称说不清”的问题；

同理，“球体、球面也不是由理想点组成的”，因此，分球奇论等疑问也就不存在了。此外，根据公理 1，可

以想到：求瞬时速度与函数变化率时需要使用极限方法。 

2.2. 线段与直线的辩证概念 

定义 2(全能近似直线段序列) 对于一个给定的可判断线段足够细和长度足够短(即足够直)的误差界 ε和两个

理想点，通过能表示这两个理想点的两个近似点间的、拉得足够紧(即足够直和足够细)的线段或发散角足够小的

光束都叫做连接这两点的足够准近似现实直线段，简称为近似直线段；其中长度大于足够大数 n 的足够长近似

现实直线段叫做为近似直线。对于距离无限远离着的两个理想点列，并有以 0 为极限的误差界序列 n 和无限

大序列 ，随着这两个序列逐步得到的后一个直线段含有前两个理想点的，后一个比前一个线段更细、更长、

拉得更紧(即更直)的近似现实直线段序列叫做全能近似直线序列，简称为全能近似直线。其中，经过任意两个确

定的理想点之间的近似直线段序列叫做全能近似直线段。 

n

公理 2(理想直线与理想直线段的极限性) 通过两个理想点的全能近似直线序列的极限是一条唯一的理想直

线。其中，理想直线上任意两个不同理想点之间的部分叫做理想直线段。理想直线的长度是一个与无穷集合元

素个数类似的，与延长方法有关的非正常实数+∞，但不能被看作是“非标准分析”中的实无穷大数。 

由公理 2 可知，理想直线是绝对没有粗细的、没有弯曲的、无限延长着的理想事物。由于无穷序列的极限

是一个无法验证的想象事物，理想直线需要用公理方法去肯定它的存在性与唯一性。有了定义 2 和公理 2，就

可以得到如下的定理。 

定理 1(过两点的理想直线唯一性) 对于不同的两个理想点 A、B，存在着唯一的理想直线 通过理想点 A、

B。 

定理 2(过两点的理想直线段的唯一性) 任意两个理想点之间的理想直线段是唯一确定的。 

定理 3(理想直线与其上点的多少关系) 在每条理想直线上至少有两个理想点。 

这三条定理就是现行《几何基础》中的公理Ⅰ1、Ⅰ2与公理Ⅰ3中的第一部分，不同的地方，在于我们叙述

了点与直线的概念，但它们没有。 

由定义 2 及公理 2 还可以看出初等几何中的一个重要性质：在所有连接两个理想点的连线中，理想直线段

短。 

2.3. 点、线段概念在解释两个悖论时的应用 

2.3.1. 关于飞矢不动问题的解释 

芝诺(Zeno)的“飞矢不动”问题的叙述是：“任何东西占据一个与自身相等的处所时是静止的，飞着的箭

在任何一个瞬间总是占据与自身相等的处所，所以它是不动的。” 

仔细斟酌一下这个叙述，可以发现，这个悖论是在承认“时段是由瞬间构成”的观点下而得出的。 

根据 2.1 节的段构成理论，应当说，时段只能由有大小的近似瞬间所组成，但却不能由没有大小的理想瞬

间所组成。虽然可以说“任何东西占据一个与自身相等的处所时是静止的”，但“任何东西占据一个与自身相

等的处所”的瞬间是没有大小的理想瞬间(或称时刻)，而理想瞬间不能构成任何有长度的时段。因此，就不能说：

“飞矢是不动的”，这样，这个悖论也就不成立了。 

进一步地，对于不能构成时段的、绝对没有大小的理想瞬间，无论说“飞矢”是静止的或是运动的，对飞

着的箭的运动效应都没有影响。但在飞行的任何有大小的近似瞬间上，“飞着的箭”总是处于运动状态的，亦

即在近似瞬时中的不同理想瞬时上，飞着的箭占据的处所不同。因而也可以讲，“飞着的箭在飞行的任何时刻
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都是运动着的”，但此时的“任何时刻”是指有大小的任何近似瞬时，而不是指“不能构成时段的”没有大小

的理想瞬时。 

2.3.2. 关于瞬时速度的问题 

将自由落体运动的表达式 21

2
s gt 对时间 求导数，即可以得瞬时速度 vt gt 。于是，在 时的瞬时速度 2t 

就为 。现在的问题是，若问：物体按照这个速度运动的时段长是不是 0 呢？很显然，这又是一个“既不

能回答说是 0，又不能回答说不是 0”的、形式逻辑无法回答的问题。事实上，如果回答说是 0，那么就意味着

物体没有按照这个速度运动，这显然是不对的。而如果回答说不是 0，那么它究竟等于多少呢？此时又面临着

“用任何正实数表示这个时段长度都不合适，亦即不能用任何正实数去表达物体按照这个速度运动的时段长”

的问题。 

2v  g

现在按照理想瞬时与近似瞬时两个相互依赖的概念，就可以说：1) 讨论一个没有大小的理想瞬时(即没有长

度的时刻)上的运动速度是没有实际意义的；而且只有讨论有大小的近似瞬时(有长度的时段)上的运动速度才有

实际意义。2) 理想瞬时(即没有长度的时刻)上的运动速度与近似瞬时(有长度的时段)上的运动速度之间有相互依

赖的关系。 

就这个问题来讲， 是2v g 21

2
s gt 在 2t  的理想意义下的导数，且这个导数为一极限。再从极限的运算 

过程上来看，这个 的意义，已经是近似地代表着包含2v g 2t  的足够小时段(近似瞬时)上的运动速度。因此

可以回答说：自由落体近似地按照速度 运动的时段长，是包含了2v  g 2t  的一个足够小的时段。至于绝对准

确的回答方式，由于：第一，讨论一个没有长度的理想瞬时的速度没有实际意义；第二，根据测不准原理，在 

绝对准的要求下， 这个理想瞬时，是无法测定的；第三，2t  21

2
s gt 本身也不是绝对准确的表达式(事实上， 

根据万有引力定律，g 随 s 的变化而变化，即 g 不是常数)，所以讨论绝对准确的回答方式是没有实践意义的。

量子力学中的测不准原理指出：坐标的测不准量 x 与速度的测不准量 xv 都不能为 0，它们必须遵守测不准关 

系： x

h
x v

m
   [5]。 

2.4. 线段的近似合同与理想合同问题 

定义 3 若以理想点 A、B 为端点的近似直线段与以理想点 C、D 为端点的近似直线段在某个误差界 ε之下，

经过近似的刚体移动后可以近似地叠合，则称：理想线段 AB 与理想线段 CD 是近似合同的，记作 AB CD 。 

性质 1 近似合同是可以判定和实现的合同。 

性质 2(近似合同的有限次传递性) 设 

1 1 2 2 2 2 3 3 1 1, , ,n n
n n n nA B A B A B A B A B A B n

  
 

   

， 

则 1 1 1 1n nA B A B 
  (式中，符号

n


 、  都表示误差界)。 

性质 3(近似合同的有限次可加性) 设 

1 2 1 2 2 3 2 3 1 1, , ,n n
n n n nA A B B A A B B A A B B n

  
 

   


 

则，  1 2 2 3 1 1 2 2 3 1n n n nA A A A A A B B B B B B


         。 

定义 4 设 n 是“以零为极限”的误差界序列，对 n 中的任一误差界 n ，在理想直线上做出与理想线段

CD 近似合同的近似线段 n nA B ，若 nA 、 的极限分别为理想点 A、B，则称近似线段序列 nB n nA B 的极限线

段 AB 为与理想线段 CD 是理想合同的理想线段。记作：AB ≡ CD。 
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根据线段长度的测不准原理，理想合同具有无法实行的性质；但根据这个定义和上述公理 1、2，以及现行

教科书中的极限理论，我们可以提出下面的理想合同定理。 

定理 4 1) 若 ,A B 是理想直线 上的两个不同的理想点，又 A是同一条或另一条理想直线上的一个理想

点，则在理想直线上 A的任意指定一侧有一个且只有一个理想点 B使 AB 与 A B 为理想的合同现段(这就是

《几何基础》中的合同公理Ⅲ1)。2) 理想合同具有绝对准的无限次的传递性和无限次的“可加性”(即《几何基

础》中的合同公理Ⅲ2、Ⅲ3 成立)。 

证：对近似合同中的性质 2、性质 3，取极限立得定理第二部分。下边证明第一部分。根据定义 2.4 及近似 

合同的性质 1，对任意小的误差界 n ，我们可以在误差界
2
n 的要求下，在直线上 A的指定一侧找出与 AB 

近似合同许多线段 nA C ，这些 将被包含在一个长度小于nC n 的小线段内，这个小线段可以被看作一个近似点

，当nB 0n  时，依照公理 1 的极限是一个唯一的理想点，这个理想点就是符合要求的理想点B n B。 

定义 5 理想线段与度量单位的近似比值叫做这个理想线段或它的近似线段的近似长度。表达近似长度的数

字叫做近似的正实数(这种数字可以只是正有理数)。 

定义 6 误差界趋向于零时的理想线段的近似长度的极限叫做这个理想线段的理想长度。表达理想长度的数

字是理想正实数(注：文献[3]中发现了实数的理想性，提出了理想实数的公理，所以这里使用理想实数这个名词，

它可以用来代替现行教科书中的这个已有的名词——实数)。 

理想线段的理想长度可以看作是它与度量单位的绝对准确的比值，但理想长度具有无法测出或认定的性质。

在生产实践中，被人们的得到的或能够被认定的只能是近似长度。理想长度与近似长度之间具有“相互依存的

对立统一性质”。 

公理 3 设 AB、CD 是在误差界 δ要求下，近似合同的两个近似线段，则一定存在着一个误差界 ε，使这两

个线段在这个误差界之下近似长度是近似相等的；且当误差界 δ可以任意小的情况下，误差界 ε也可以任意小。 

定理 5 理想合同的线段的理想长度是相等的。 

2.5. 近似数轴与理想数轴 

关于数轴的概念，在现行数学理论中有如下三种讲法。 

1) 一般教科书(如中学教科书或高等数学)中的说法是：“在直线上，取定一个坐标原点、正方向与度量单

位之后，直线上任一点 P 就能与实数构成一一对应了，有了这种一一对应关系的直线就是数轴。” 

2) 几何基础教科书中的说法是：在结合公理、顺序公理、合同公理、连续公理(或称度量公理)的基础上得

到“直线上所有点的有序集合与所有实数的有序集合可以建立一一对应”[1]的结论。 

3) 超实数的观点：这种理论认为直线上还存在着与超实数对应的点。这种观点下的数轴概念，叫做超实数

线的数轴概念。 

关于这些理论，在文献[6]中评论到：“我们不要为实数的名称所愚弄，实数集纯粹是数学家的创作，它可

以是也可以不是现实空间中直线的精确写照……，我们无法识别现实空间中的直线真正是什么，它可以是超实

数线、实数线或者两者都不是[6]。” 

由此可见，在现行教科书与非标准分析中，关于数轴的概念不仅有矛盾，而且都与实践联系不够(或者说：

缺乏实践依据)。为此，将以线段长度测量的实际情况为基础提出如下数轴定义。 

定义 7(近似数轴) 在点与数的对应误差界为 1/10 情况下，可以设想在较高的精度要求下，把长度为 20 个单

位的现实直线段，采用足够准的、近似的方法，将其分割成长度为 1/100 的 2000 个小线段。然后“从左至右”

把第一个至第五个小线段合起来作为第一个近似现实点，并用含有一位小数的十进小数−10.0 表示它；再把第 6

个至第 15 个小线段合起来作为第二个近似现实点，用含有一位小数的十进小数−9.9 表示它，……；把第 996 个

至第 1005 个小线段合起来作为第 101 个近似现实点，用含有一位小数的十进小数 0.0 表示它，把第 1006 至第
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1015 个小线段合起来作为第 102 个近似现实点，用含有一位小数的十进小数 0.1 表示它……；把 后 5 个小线

段合起来作为第 201 个近似现实点，用含有一位小数的十进小数 10.0 表示它。这样做成的近似现实点与其表达

数字之间所对应的误差小于 1/10，因此称：有了这种近似现实点及其对应表达数字之后的这个现实直线段是误

差界为 1/10 之下的近似现实数轴，简称为近似数轴。 

在“假定误差界可以无限减小而趋向于 0”的条件下，继误差界 1/10 之下的近似现实数轴之后，在“误差

界”提高到 1/100 的情况下，可以将长度为 200 个单位的现实直线段在较高的精度要求下区分成长度为 1/1000

的 200000 小线段，然后“从左至右”把第一个至第五个小线段合起来作为第一个近似现实点，用含有 2 位小数

的十进小数−100.00 表示它；再把……，这样就有了误差界为 1/100 的近似数轴；再继续下去，又有误差界等于

1/1000、1/10000、……之下的近似现实数轴序列。据此，又可以提出下述定义。 

定义 8(全能近似数轴) 设 1 10n
n  

2

是以 0 为极限的误差界序列，则称对应于这个序列的、近似数轴序列，

为全能近似现实数轴序列，简称为全能近似数轴。 

公理 4(理想数轴) 若误差界序列趋于 0，则全能近似数轴序列的极限就为一条理想数轴。 

定理 6 全能近似现实数轴列定义中的所有循环和不循环无尽小数都是全能近似实数序列；它们的极限与理

想实数集中的理想实数(理想实数也可以简称为实数，关于它的详细论述可参看文献[3]或文献[7])是“一一对应

的”。 

公理 5 (理想数轴的完备性公理) 根据理想实数的完备性定理与理想实数表示线段理想长度的完备性，我们

可以提出如下的公理：在理想数轴上，除了与理想实数集中的理想实数“一一对应”的理想点之外，没有其它

理想点。 

定理 7 在一条理想直线上，当线段的起点与方向确定时，线段的终点与线段是“一一对应的”。 

定理 8 任何理想直线都可以成为理想数轴。 

根据定理 6 数轴上的理想点与实数集中的理想实数之间存在着“一一对应”关系，但应当知道这种关系具

有理想性。根据公理 4、5，非标准分析中的实无穷小数与实无穷大数都是不能提出的数。 

将上述理想数轴概念与现行《几何基础》教科书中的数轴概念相比较，可以说：两者是完全一样的；但从

这些概念的提出过程来看，两者又是不一样的。前者是在可实际操作的“有限多近似实数及其‘一一对应’的

近似点”的基础上，经过取极限方法得到的；而后者则是通过理想的合同公理、顺序公理和连续公理用逻辑推

理方法得出的。在实际问题研究中，前者可以按照取极限以前的近似形式得到应用，而后者从严格意义上讲是

无法得到应用的。为此，我们称前者的“一一对应”为“具有实践性质的以‘有穷方法、近似方法’为基础的

一一对应”，而后者的“一一对应”为“缺乏实践性质的、纯理想性质的一一对应”。纯理想的研究方法已经

招致了许多怪定理和难题，所以应当提出我们的一一对应方法。在此还需要指出：理想点依赖于有大小的近似

点，所以可以提出理想点的邻域系，从而可以建立讨论邻接性、连续性的拓扑空间理论。 

有了理想数轴的概念，就可以有实践根据地规定：理想数轴上满足1 x  的理想实数对应的理想点的集

合叫做线节[1,2]。人们还可以规定：这个线节的长度为 2  1 = 1，但不能说这个长度是由这些理想点构成的。 

2.6. 理想直线上理想点之间的介于概念与顺序公理、度量公理 

现行《几何基础》中的“介于”概念与顺序公理、度量公理，涉及到理想直线上的理想点的区分。因此，

在讨论这些公理的意义之前，首先需要给出理想点的区分和表达方法。现在，有了前述的理想依赖于近似的数

轴概念，就有了这种区分和表达方法，因此就可以去讨论这些问题了。 

定义 9 设 A、B、C 是表示理想直线上三个不同理想点的理想实数，若 A、B、C 之间成立关系：A < B < C

或 C < B < A，则称理想点 B 介于 A、C 之间，或称理想点 B 介于 C、A 之间。 

有了这个定义，很容易将顺序公理Ⅱ1、Ⅱ2、Ⅱ3 改写为定理。至于公理Ⅱ4(巴士公理)，根据三角形是“没

有空隙的简单闭折线”的性质，也是很容易被理解的。我们将保留这个公理并称它为公理 6。现行教科书中的
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两条度量公理可以改写为下边的两个定理。 

定理 9 设 AB 和 CD 是任意两个理想线段，那么在理想射线 AB 上存在着有限多个理想点 1 2 1, , , ,n nA A A 

1 1 2 1, , , n n

A ，

它们是这样地排列着：点 A1在 A 与 A2之间，点 A2在 A1与 A3之间等等；并且理想线段 AA A A A A 都与

CD 理想合同；理想点 B 在理想点 A 与 nA 之间。 

证：取理想点 A 为坐标原点，线段 CD 为度量单位，A 向 B 的方向为数轴的正方向，按照做出理想数轴的

方法，可以使“半直线”AB 上的一切理想点与一切正理想实数构成“一一对应”的关系。因此，理想点 B 所对

应的正实数，必小于许多正整数；这些正整数中的任何一个所对应理想点都可以作为这样的 nA 。 

定理 10 若能以数字(有理数或无理数)表达其端点的线段(或称区间)序列   ,n nA B 或   ,n nA B 、   ,n nA B 、

满足条件： ,n nA B  nA 、 为相互等价的收敛数列，则这些区间序列都是全能近似现实点列，而且它们

的绝对准极限为同一个理想点。 

nB

证：根据新实数的理论(参看文献[3]中的实数公理及实数的完备性与区间套定理)可知， nA 、 nB 的极限

为同一理想实数；再根据我们的定义 1、公理 1 以及前述理想数轴的概念，可知：这个定理确实是成立的。 

这个定理不仅包含了公理Ⅳ2(即康托尔公理)中“每一线段都落在前一个线段内部”的情形，而且还包含不

具有这一性质的其它情形。例如：线段序列   1 1,1n n 也能确定一个全能近似现实点列 X = 0+和理想点 X = 0。 

3. 面、射线、角与角的度量问题 

3.1. 面、平面和属于的概念 

类似于点的问题，虽然作为物体的表面的曲面可以看作是没有厚度的，但由于“绝对准研究”的不可能性，

我们也需要提出近似曲面、近似距离与近似平面的概念。 

定义 10 针对物体厚度测量的误差界 ε，现实空间中厚度为足够小而长、宽不为足够小的物体叫做近似曲面。

当厚度趋向于 0 时，近似曲面的极限叫做理想曲面。例如铁皮、球壳、纸张、薄板都可以看作近似曲面；任何

物体的表面都可以被看作理想曲面。 

定义 11 连接两个理想点之间的近似直线段的近似长度叫做这两点间的近似距离；随着以 0 为极限的误差

界序列的变化而逐渐精确的近似距离的极限叫做这两个理想点之间的绝对准的理想距离。 

定义 12 理想点 A 到理想直线(或理想曲面)上各个理想点之间的近似距离的“ 小数”叫做 A 到这个理想直

线(或理想曲面)的近似距离；随着以 0 为极限的误差界序列的变化而逐渐精确的近似距离的极限叫做它们之间的

绝对准的理想距离。 

定义 13 若：理想点 A 与理想点 B 之间的近似距离为针对误差界的足够小，则称 A 与 B 近似重合；若：理

想点 A 与理想点 B 之间的理想距离为 0，则称 A 与 B 为理想的绝对准重合。 

定义 14 若：理想点 A 到理想直线(曲面)α之间的近似距离为针对误差界的足够小，则称：理想点 A 近似属

于理想直线(曲面)α；若：理想点 A 到理想直线(曲面)α 之间的理想的绝对准理想距离为 0，则称理想点 A 为绝

对准的理想的属于理想直线(曲面)α。 

公理 7(结合公理Ⅰ3的后一部分) 现实空间中至少存在着三个理想点不在一条理想直线上。 

有了这个公理，就可以讨论平面的概念了。对于平面，由于在现实世界中不存在“完成了的实无穷意义”

平面，所以对于平面，也需要提出理想与近似两种相互依赖的术语；在叙述这两个术语之前我们先看一个事实。 

对于任意给定的不在同一条理想直线上三个理想点 A、B、C，和判断平面厚度与直线宽度的误差界 ε，当

把理想线段 BC 分割成许多足够小线段之后，通过理想点 A 与这些小线段的端点的理想连线就可以把“AB、AC

两条理想直线所夹的对顶角区域”分割成许多较小的对顶角区域。对于任何确定的足够大研究区域，只要每个

“小角域”的角度是足够小，这些“小角域”就可以被看作近似的现实射线(射线的定义将在下文中叙述)。同样，

对于理想直线 CA、CB 和理想直线 BA、BC“所夹的对顶角角域”也是如此。 
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将这个事实，反过来，类似于近似点可以构成线段的说法，我们完全可以说：当不在同一条理想直线上的

三个理想点和判断平面厚度和直线宽度的误差界给定之后，人们能够使用近似现实射线去构造足够大的近似平

面块。 

定义 15 设 n 为以 0 为极限的误差界序列，则对其中的误差界 n ，我们称“按上述思想构建的足够大近

似平面块”为近似平面；并称这样得到的后一个比前一个更薄的、范围更大的近似平面序列叫做全能近似平面

序列。 

公理 8 全能近似平面序列的极限是一个唯一的理想平面。 

根据定义 15 和公理 8 立刻可以得到下边的定理。 

定理 11 1) 理想平面被不在同一条理想直线上的三个理想点，唯一地决定；2) 理想平面上的任意两个理想

点之间的理想直线段全部在这个理想平面上(这个定理就是现行《几何基础》中的公理Ⅰ4、Ⅰ5、Ⅰ6的内容)。 

与理想点、理想直线类似，理想平面具有无法被人们构成的性质；但近似平面是可以被人们构成的。理想

平面与近似平面之间也存在着相互依赖的对立统一关系。 

为了公理系统的完备性，对于现实空间的描述，我们再补充下面两个公理。 

公理 9 若两个理想平面 α、β有公共的理想点 A，则它们至少还有一个公共理想点 B。这个公理就是《几何

基础》中的公理Ⅰ7。 

公理 10 现实空间中至少存在着四个理想点，不在同一个理想平面上。这条公理就是《几何基础》中的公

理Ⅰ8。 

这两条公理的依据是：根据实践，现实空间具有的三维性。 

3.2. 射线、角和角的合同概念 

现行《几何基础》在角的度量问题中谈到：“角度大小的确定与线段长度大小的确定方法相同，但是并不

需要再引进新的公理，因为我们可以由直线的戴德金(R. Dedekind)原理导出角的戴德金命题[1]。”针对这个论述，

笔者考察了这个文献中的角的戴德金命题的证明。发现在这个命题的证明中应用了AOB 内部的射线与直线段

AB 上的点之间的“一一对应”的方法。他们的这个证明，有以下两个问题：第一，“无实践性的‘一一对应’

方法”已经引起了许多怪定理和难题(例如：分球奇论与连续统的大难题)；第二，在他们的这个证明中，有一个

图 1 所示的图形，由此图可知：若 OA ≡ OB，AM1 ≡ M1M2，则AOM1 ≠ M1OM2。这说明：使用“无实践性的

‘一一对应’方法”能够造成“合同的角可以不相等”的怪事。关于这个怪事，还可以进一步说明如下：设AOB 

= 60˚， ，AO = BO，则显然成立 AM1 ≠ M1M2，这说明：合同的两个角AOM1、

M1OM2，对应的两个线段长 AM1、M1M2不等长；因此，这个戴德金命题的证明有缺点。这个缺点是：如果按

照一一对应的方法从线段长度的度量得出角度大小的度量，就会造成上述怪事。为此，我们需要根据实践提出

“近似射线”、“近似角”、“理想角”以及“角的合同”概念与公理如下。 

1 1 2 2 20AOM M OM M OB      

定义 16 对于一个确定的误差界 ε和两个理想点 A、B，从表达理想点 A 的近似点出发的，经过理想点 B 的

足够长的发散角为足够小的光束或有一定发散角的锥形线段叫做从理想点 A 出发的、指向 B 的近似射线；对于 
 

m1 

M1 m2

B

A

M2 

O 

 

Figure 1. One to one correspondence on point to angle 
图 1. 点与角的一一对应 
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“以零为极限”的误差界序列 n ，从理想点 A 出发的经过理想点 B 的发散角越来越小的近似射线序列叫做从

理想点 A 出发的指向理想点 B 的全能近似射线序列。 

公理 11 从理想点 A 出发的指向 B 的全能近似射线序列的极限是一条唯一的从理想点 A 出发的指向理想点 B

的理想射线，记作
AB

。 

需要说明的问题有三个：1) 这个公理与理想点、理想直线一样存在着这个极限能不能达到的问题。2) 与近

似直线的定义比较一下，可以发现：近似射线有一定的发散角，而近似直线的发散角可以是变化着的；在距离

点 A 的有限范围内，近似射线可以看作近似直线；但在无限远处，由于近似射线有一定的发散角，所以随着离

出发点的距离的无限增大，近似射线的宽度是无限增大的；3) 理想射线的发散角是 0，理想直线的宽度必须是

0。这说明：理想射线可以被认为一条“半理想直线”。 

定义 17 设在误差界 ε之下，有一个从理想点 O 发出的两条近似射线 ，则称 所在的近似平面上，从

射线 h 转向 k 或从射线 k 转向 h 时经过的近似平面部分叫做以 O 为顶点的以 为边的“近似角”；若射线

是从理想点 O 发出的理想射线，则称 所在的理想平面上，从射线 h 转向 k 或从射线 k 转向 h 时经过的理想

平面部分叫做以 O 为顶点的、以 为边的“理想角”；记做

,h k ,h k

,h k ,h k

,h k

,h k  ,h k 或  ,k h ，也可简记为 。 o

定义 18 设：理想平面 α 上有一个理想平面图形，(例如：理想角  ,h k )在一定误差界的近似意义下经近

似性刚体性运动后与理想平面 α上或另一个理想平面上的理想平面图形(例如：理想角 )近似的叠合，

则称两个理想平面图形(例如理想 与

 ,h k  
 ,h k  ,h k  )是近似合同的。 

定义 19 设：理想平面 α上有一个理想角  ,h k ，对于“以零为极限”误差界序列 n 中的任一误差界 n
都可以经近似性刚体运动后与理想平面 α 上或另一个理想平面上的理想角 近似的叠合，又设

的极限为理想角

 ,n nh k  




 ,n nh k   ,h k  ，则称  ,n nh k  的极限  ,h k  与  ,h k 是相互理想合同的角。 

关于“角的合同”问题也需要进行类似于线段合同的讨论。第一，需要从“角的近似合同的存在性”及“近

似合同的有限次传递性和有限次可加性”出发，经过取极限提出角的理想合同的“存在唯一性与无限次传递性

和无限次可加性”三条定理；其中，第一条定理就是现在的《几何基础》中的合同公理Ⅲ4；第二条、第三条为

角的理想合同的“无限次传递性和无限次可加性”定理。第二，类似于数轴的提出，需要经过角的近似度量再

取极限的办法去得出理想实数与理想射线的“有实践基础的一一对应性质”。关于这个性质的得到需要提出类

似与公理 1 的前述的公理 11。 

有了理想实数与理想射线间的“有实践基础一一对应”性质之后，在推导角的戴德金命题时，不仅可以不

用那个能够引起怪论的“理想集到理想集的理想的一一对应”方法，而且在我们这种叙述方法下，还把理想合

同与近似合同连结起来了。 

在此还需要指出以下两点：1) 在现行几何基础教科书中，“角与角”之间合同的传递性和“可加性”都依

赖于公理Ⅲ5，但在我们这里依赖于近似合同的取极限方法。2) 在我们这里，平面图形的合同概念依赖于图形的

叠合工作；两个绝对准叠合的三角形就是全等的三角形。在这个概念下，公理Ⅲ5可以改写为下边的定理。 

定理 12 在两个三角形 ΔABC 与 A B C   中，若： AB A B  ， AC A C  ， BAC B A C     ，则

ABC A B C     与 ACB A C B     。 

证：根据角的理想合同概念与两个理想点之间理想线段的唯一性，可以得到：BC ，于是在理想的绝

对准要求下，两个三角形是相互叠合的，即

B C 

ABC A B C     。再根据三角形理想的绝对准合同的性质，可以得

到： ABC A B C     与 ACB A C B     。 

4. 平行线的概念与有关平行线的公理与定理 

4.1. 近似平行线的定义及性质 

由于无穷大理想平面是“还在不断扩大着的理想事物”，所以在现行几何理论中的“在同一平面内两条不
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想交的直线叫做平行线”定义下，经过“直线外一点只存在一条平行线”的问题不仅无法通过实践验证，而且

也无法用逻辑方法证明，为此我们先提出如下的定义。 

定义 20 在理想平面的足够大有限范围内，在理想的绝对准相交意义下不相交的两条理想直线叫做近似平

行线。 

定理 13 设 A 为理想直线 L 外的任一的理想点，再设 A 到理想直线 L 的距离为一个“非零的”正实数 d，

则对半径大于 d 的，以 A 为中心的任意足够大理想平面块，至少存在两条在此平面块内与理想直线 L 不相交的

近似平行线。 

证：如图 2 所示，设理想直线 L 与此直线外的理想点 A，以及以 A 为中心的足够大理想平面块的半径已经

确定；再设以 A 为中心的这个大圆与理想直线 L 的绝对准理想交点为 B、C，则经过理想点 A、B 与经过理想点

A、C 的两条理想直线 L1、L2就是过点 A 的与 L 近似平行的近似平行线；此外，理想直线上线段 BC 的任一外点

与点 A 决定的理想直线也都是近似平行线，所以定理是成立的。 
 

 

Figure 2. Ideal parallel line and its approximately parallel lines 
图 2. 理想平行线与它的近似平行线 

 

定义 21 我们称“图 2”中的理想直线 L1、L2 为临界近似平行线；其它的近似平行线叫做超近似平行线；

BAH、CAH 为临界平行角；d = AH 叫做平行距。 

性质 1 存在着以 A 为圆心的足够小有限区域，在此区域内这些临界近似的和超近似平行理想直线合起来在

误差界 δ 的允许之下可以被看作是这个足够小区域研究时的一条近似的现实的平行直线。这种近似现实平行线

做法也是解决生产实际问题时，一个从理论上讲，可以实行的(但实际上不好用的)做法。 

性质 2 性质 1 中的那一条近似的现实平行直线是一个由许多近似平行直线组成的对顶角区域；在离 A 足够

远处，这条近似现实平行线(即这个对顶角区域)，总要与理想直线 L 相交。 

性质 3 参看图 2，设 AE，AF 是两条从 A 发出的与 AH 构成直角的两条理想射线，则上述对顶角区域是从 A

发出的这两条理想射线的两条近似射线。 

4.2. 欧几里德意义的平行线概念与有关这种平行线的定理 

定理 14(欧氏几何中的平行线公理的依据) 设 A 为理想直线 L 外的一个任意理想点，参看图 2，H 为 A 到理

想直线 L 的垂足，B，C 为直线上的两个动点，则 时，两条理想直线 L1、L2所构成的含有超近

似平行线的两个对顶角域的极限为两条理想射线 AE、AF。 

,HB HC 

证：根据理想射线的公理 11，可知：这两个对顶角域的近似射线的极限分别是理想射线 AE、AF。 

定义 22 上述两条理想射线的结合体叫做过 A 的欧几里得意义的绝对准的理想平行线，简称为理想平行线

或简称为欧几里得平行线。 

应当指出：由于理想射线可以被认为是一条半理想直线，所以这里说的欧几里得平行线也可以被认为是一

般的理想直线。我们的平行线定义与几何基础中公理Ⅴ中的平行线定义相同：公理Ⅴ中的平行线说的是：平行

线在它决定的平面上不相交，我们也可以这样说。 

定理 15 在理想平面的任意大有限范围内的研究中，设 A 为理想直线 L 外的任意一个理想点，且它到理想
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直线 L 的距离不为无限大(参看图 2)，则经过 A 的理想直线 L 的欧几里得平行线只能有一条。 

定理 16 理想平面内两条理想直线互为欧几里得平行线的充要条件是：若它们在理想平面的任意大有限范

围内与第三条直线相交，则内错角相等、同位角相等，同一侧的两个内角互补(证明从略)。 

推论：有限范围内的任意三角形的三个内角和等于两直角。 

定理 17 理想平面内两条理想直线在任意大有限范围内与第三条理想直线相交，若第三条理想直线一侧的

两内角之和小于二直角，则前两条理想直线必在理想平面的有限范围内相交于第三直线的这一侧。 

证 参看的图 3，设ABD+BAC<二直角，作直线 AE 垂直 BD，则 
 

 A

M

C

DB E N
 

Figure 3. The fifth postulate 
图 3. 第五公设 

 

2CAE BAC BAE ABD BAE           。 

即： 2   。 

在直线 BD 上取理想点 N，并作 BD 的垂线 NM 交直线 AC 于 M，则有： ctgNM AE EN    。 

由于 的大小是一定的，故当 EN 足够大时总有 NM 为负值，这就表明：直线 AC 与 BD 相交。定理获证。 

说明 1：这个定理就是欧几里得的“第五公设”。这个公设的证明问题不仅争论了两千多年，罗巴切夫斯

基与希尔伯特都没有解决这个问题。从我们的讨论来看，只有从实践出发，在弄清无穷、点、直线、射线的概

念之后，才可以通过定义 22、定理 15、16，17 及其推论解决这个问题。我们的讨论说明：针对我们所说的理

想直线、理想平面、理想平行线概念，在现实空间中成立的只能是欧氏几何；非欧几何只是在近似意义下，把

球面、伪球面上某种曲线解释为直线时才能说明其价值的几何。因此，欧氏几何理论是 重要的、基础性质的

几何理论。 

说明 2：如果承认康托尔(Cantor, G.)的“实无限”观点，即承认鲁宾逊(Robinson, A)“非标准分析”中的“存

在着无穷多实无穷大数、实无穷小数”的观点，我们还可以说：定理 15 中的直角是一个“单子”。这个单子是 

与
2


之差为“无穷小数”的许多数组成的；而且还可以说：理想点 B 的极限是包含许多无穷大数的集合；因此， 

与理想直线 L 平行的理想平行线也可以有无穷多。但是，在绝对准要求下，线段长度的测不准性是必须承认的

事实；角度的测量问题也是如此。在这些事实下，理想实数以及它与理想射线一一对应的关系已经是无法实现

的理想了。所以，我们不需要“非标准分析”中的“实无穷小数”；也不需要在理想的绝对准的要求下接受罗

巴切夫斯基的平行线公理。这就是说：笔者的实数公理(参看文献[3])与定理 15 的论断以及欧氏几何理论都是适

当的理论。 

说明 3：还可以说：罗巴切夫斯基几何理论和康托尔(Cantor)的实数理论(或我们的实数公理)有矛盾。事实

上，对于罗巴切夫斯基几何，文献[1]111 页中的定理 5 讲到：“在两条平行直线之一上的点沿平行方向移动时，

此点到另一条直线的距离将连续变小，并且以零为极限”。罗巴切夫斯基几何中的这个定理说明：如果承认康

托尔的实数理论，即承认以 0 为极限的基本数列是 0 的代表，那么就可以讲：平行角小于直角的罗巴切夫斯基
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平行线与被平行的直线是相交的直线。这就是说：康托实数理论与罗巴切夫斯基几何之间有矛盾。 

5. 圆与圆周长的定义与计算问题 

关于圆周的定义，在《初等几何学教程》[4]中给出的定义是：“一些点与某点 O 所连接的线段，都等于同

一线段，所有这样的点的集合叫做圆周”。那么“点”又是如何定义和解释的呢？在希尔伯特的《几何基础》

中并没有给出“点”的解释，而在欧几里得的《几何原本》中则认为“点是没有部分的”，没有部分能不能理

解为没有大小呢？那么没有大小的点，又是如何构成有长度的曲线呢？另一方面，虽然人们也可以说，圆周是

到定点的距离不变的、动点的运动轨迹，但运动一定是平稳的吗？可见，这个圆周的定义也是不完善的。此外，

仅仅从这些定义出发无法得出圆周长的计算公式。为此，这里将给出圆周的如下定义与公理、定理。 

定义 23(近似圆周) 在理想平面上，把一个定点 O 所发出的且夹角相等的、各个射线上到定点 O 的距离为

的点，用直线段依次连接起来所构成的多边形，叫做近似圆周；在射线上的这些点处均作垂线，由这些垂线依

次两两相交所构成的多边形也叫做近似圆周。其中，定点 O 叫做圆心，距离 叫做圆的半径。 

r

r

公理 12(理想圆周) 当射线夹角无限减小并趋于 0 时，定义 23 中两种近似圆周的极限都叫做理想圆周。 

定理 18 从圆心发出的所有射线上与圆心距离为半径的理想点都在理想圆周上，这种点的集合是一个无穷

集合。 

根据理想点的公理性定义，这个定理是显然成立的。根据这个定理，理想圆周上存在着一个理想点的无穷

集合，但由于没有大小的点的集合不能构成有长度的线段，所以不能说这个无穷集合构成了理想圆周。 

定理 19(圆的内接、外切正多边形) 定义 23 中的第一种近似圆周是理想圆周的内接等边多边形，第二种近

似圆周则为理想圆周的外切等边多边形。 

证：定理的第一部分是显然的。对于第二部分，根据“切线是割线的极限”的现行教科书中的定义，可知

从圆心出发的射线上，距离圆心为半径的点上且垂直于半径的垂线就是理想圆周的切线，所以，第二种近似圆

周即为外切等边多边形。 

显然，具有极限性质的理想圆周上理想点的集合是一个不可得到的理想集合，因此仅仅根据定理 18，理想

圆周长仍无法计算。但从公理 12 可以看出，我们能够把理想圆周长视看作为：当 大边长无限缩小而趋向于 0

时的、内接多边形或外切多边形周长的极限。这不仅说明了理想圆周长与近似圆周长之间具有相互依赖的辩证

关系，而且也给出了理想圆周长的计算方法。 

据此，再根据《初等几何学教程》[4]中的“被环抱的凸折线短于环抱凸折线”的定理，就可以说“理想圆

周长大于已知圆周的所有内接正多边形周长，且同时小于这个圆周的所有外切正多边形周长”。 

有了上述理想圆周长的概念与性质，现在就可以应用求极限的“夹逼准则”，或者只用内接(外切)多边形周

长的极限去计算圆周长。具体计算方法是：首先把圆心角分为 n 等份，即得到 n 条射线；然后以这些射线与圆

的交点为切点，作圆的外切多边形；再把从圆心出发的射线与圆相交的、两两相邻的交点连接起来，即为圆的

内接多边形； 后当 时，这两个多边形周长序列的极限值，就是理想圆的周长。 n 

从上述定义还可以看到，圆周是凸多边形顶点到定点相等的、边长无限缩小凸多边形序列的极限；这个序

列就叫做理想圆周的全能近似圆周，序列中边长足够短的凸多边形叫做足够准近似圆周。这样，就说明了恩格

斯的话“在一定条件下直线和曲线是一回事”是正确的。事实上，在准确到整数的条件下，可以把“内接正六

边形”看作近似圆周，这时就得到“周三径一”的结果；在准确到一位小数的情况下，可以把“内接正 12 边形”

看作近似圆周，这时就得到 3.1  的结果；即使在准确到 50 万位小数的情况下，也可以把圆周长近似地看作内

接正多边形的周长。 

6. 几何理论应用中的“否定之否定式”过程 

由于欧几里得几何各个公理中的点、线、面都是理想的。所以，这个理论的应用中，必须有一个“否定之
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否定”式的过程。例如：在计算无法直接丈量的 A、B 两点间的距离时，如图 4 所示，可以在其附近先直接丈

量出从它的一点(例如 A)引出的一个适当的线段 AC，并测出 AC 的长度及BAC、BCA 的大小。这三个数据的

测定不能做到绝对准，但由于几何理论是绝对准性质的，所以我们必须在否定这些数据的误差(这是第一次否定)

的情况下使用几何理论算出线段 AB 的长度。虽然根据实数理论与三角理论，人们可以算出这个长度是一个绝

对准的理想实数，但由于我们无法在“绝对准要求下使理想实数与实践”联系起来，而且原始数据就不是绝对

准的，所以又必须将这个绝对准的计算结果看作近似的(这是第 2 次否定)。由此可以得出结论说：不讲误差的几

何理论在解决生产实际问题的应用中具有“一过性”；而且还必须知道：在解决这个实际问题时，对于原有的

数据的精确性需要使用了前后两次“否定”；这种做法叫做“否定之否定式”方法。 
 

 

A C

B

 

Figure 4. The application of geometry 
图 4. 几何学的应用 

7. 初等几何的基本研究方法 

在前文中，我们给希尔伯特的《几何基础》补充了：1) 点、线、面的概念的阐述；2) 各个公理如何成立的

阐述；3) 几何理论如何应用的阐述。从这三个问题的阐述中，我们可以看出：不讲误差的欧几里得几何理论在

解决生产实际问题时的作用是“一过性”的；它们的理想性几何元素在与实际结合时必须换为对应的近似几何

元素。 

从前边谈到的“点有没有大小呢”的问题，可以看出：在只讲理想几何元素的现有几何理论中，存在着“点

有没有大小”的无法解说的问题。这个问题应当说是现行几何公理体系中的一个矛盾。从这个矛盾可以看出，

我们必须承认：现实线段不是由理想点构成的。只要承认这一点，无法解决的“分球奇论”问题就不存在了。

这说明：不讲误差的形式逻辑推导在应用上应当有个限度。同时也说明：实践是检验真理的唯一标准。任何理

论的价值在于它能不能与生产实际结合，能不能解决生产实际问题。现在我们已经说明了欧氏几何是误差界趋

向于零时近似情形的极限，而且也说明了它在近似代替条件下可以得到应用的道理；几千年来的生产实践也证

实了欧几里得几何是有用的，所以欧氏几何是应当被接受的几何理论；但是这个理论应用时，少不了近似方法。 

后应当指出：形式化研究方法不仅无法建立无矛盾性的几何理论，而且也无法说明这个理论与生产实际

的关系；“实践是理论的基础”、“对立统一”法则是阐述点、线、面概念和各个公理如何成立问题时必须遵

守的法则；任何理论都需要在继续的实践中不断改进，已有的几何理论不仅是可以改革的而且是必须改革的；

不改革就不能如实地、恰当地反应实践，也不能消除那些不应有的矛盾。 

8. 结论 

1) 初等几何中的点、线、面、射线、平行线都是需要使用极限概念提出的理想性事物；2) 欧几里德公理体

系是对理想几何元素成立公理体系；罗巴切夫平行线公理是只对近似平行线才成立的公理。 
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