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Abstract 
The homoclinic class with chain hyperbolicity is a typical kind of partially hyperbolic system. It 
has gained more and more attention from researchers. This paper concerns the periodic measures 
with deviation in such homoclinic class. By the generalized metric entropy, we give the upper 
bound of the exponential growth rate of the deviated periodic measures. 
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摘  要 

具有链双曲性质的同宿类，它是部分双曲系统中最典型也是人们研究最多的一类。本文研究的是此类集

合上具有偏差性质的周期轨道，我们将利用广义测度熵这个新概念来刻画偏差周期轨的指数增长率。 
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1. 引言 

动力系统中的偏差研究，按其关注的对象，可以分为两类，其中一类关注的是系统中的周期轨。具

体地说：假设 M 是一个紧致流形， :f M M→ 是流形上的同胚映射， µ 是流形上关于 f 不变的概率测

度， : M Rϕ → 是用来观测偏差的连续函数， δ 是一个小正数。如果 p 是一个周期点，其生成的周期测

度 pω 满足： d d pϕ µ ϕ ω δ− ≥∫ ∫ (或 d d pϕ µ ϕ ω δ− >∫ ∫ )，那么这样的 pω 就称为相对于 µ 而言的偏差不小

于δ  (或大于δ )的周期测度，或者被简称为偏差测度。偏差测度的个数，往往随周期变化呈指数增长的

趋势，而怎样估计或控制这个指数增长率正是研究者们关注的焦点。1995 年，Pollicott[1]在一致双曲系

统中利用测度熵控制了该指数增长率的上下界。其后，Gelfert、Wolf[2]将相关研究拓展至非一致扩张系

统，钱盛和孙文祥[3]又将问题延伸至非一致双曲系统。在前述两个工作中，研究者们都是先考虑支撑在

某个 Pesin 块 kΛ 上的偏差测度，再令 k 趋于无穷。由于
k

f
Λ
是一致双曲的，所以这种算法从本质上说并

没有突破一致双曲系统中相关算法的藩篱。 
而本文考虑的系统则是具有链双曲性质的同宿类，它是部分双曲系统中最典型、最受人关注的一类。

2013 年，杨云在[4]中研究了此类系统周期轨道的存在和分部规律。她证明了：在链双曲同宿类上，大指

数的周期点具有某种一致的分离性，见命题 1。这个工具对于偏差问题的研究具有重要意义，它能帮助

人们突破了前述研究方法的限制，直接估算整个系统中的偏差测度，无须先限制在某个 Pesin 块上再取极

限，这也是本文有别于以往之处。在给出本文的主要结论之前，我们先介绍一些必要的概念和记号。 

2. 链双曲同宿类和广义测度熵 

在本文中，M 表示紧致黎曼流形， :f M M→ 表示流形上的同胚映射。我们假设，系统中存在一个

双曲周期点 p，它的同宿类记作 ( )H p 。其后我们再假设， ( )H p 的切空间上存在着这样的直和分解：

( )
s c u

H pT M E E E= ⊕ ⊕ ，其中 uE 表示一致扩张方向， sE 表示一致压缩方向， cE 表示中心方向。为了说

清什么是具有链双曲性质的同宿类，我们引入定义 1 到定义 3。 
定义 1：假设 E 是某集合Λ的切丛中的一个截面，如果映射族{ }:x x x

W E M
∈Λ

→ 满足如下性质： 
(1) 每个 xW 都是 1C 嵌入映射； 
(2) ( )0xW x= 且 xW 的像与 xE 切于 x 点； 
(3) 映射族{ }x x

W
∈Λ

关于基点 x 连续。 
那么我们就称映射族{ }x x

W
∈Λ

是切于截面 E 的圆盘映射族。 
定义 2：如果存在 0ρ > ，使得Λ中每点的截面 xE 里都有一个中心在原点、半径为 ρ 的小圆盘 ( )0,xB ρ ，

满足： ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0, 0,x x f x f xf W B W Bρ ρ⊆ ，那么我们就称圆盘映射族{ }x x
W

∈Λ
具有局部不变性。如果这

个{ }x x
W

∈Λ
还能做到： ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0, 0,x x f x f xf W B W Bρ ρ⊆ ，那么我们就说{ }x x

W
∈Λ

是踏合的。 
定义 3：如果同宿类 ( )H p 满足： 
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(1) 切空间的直和分解 ( )
cs cu

H pT M E E= ⊕ 为控制分解，即存在某个自然数 N ，使得对每个 ( )x H p∈  
都有： ( )2 cs cu

x x

N N
E E

Df m Df≤ ； 
(2)存在切于 csE 的圆盘映射族{ }cs

xW 和切于 cuE 的圆盘映射族{ }cu
xW ，并且{ }cs

xW 关于 f ，{ }cu
xW 关于

1f − 都是踏合的； 
(3) 存在一个双曲周期点 sq (或 uq )，它和 p的轨道同宿相关，并且圆盘映射

s

cs
qW (或

u

cu
qW )的像包含于 p

的稳定流形(或不稳定流形)中。 
那么我们就称 ( )H p 是一个链双曲的同宿类。 
定义 4：如果对于切丛 E 中零截面的任意邻域U ，我们都能找到 
(1) 支撑在U 上的一个关于基点连续的 1C 微分同胚族{ }x x

ϕ
∈Λ

， :x x xE Eϕ → ； 
(2) 一个一致的常数 0ρ > ，使得任取 x∈Λ都有 ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )0, 0,x x f x f xf W B W Bϕ ρ ϕ ρ⊆  ，那么我

们就称圆盘映射族{ }x x
W

∈Λ
是轻微踏合的。 

借助于以上这些基本概念，我们可以这样描述本文所研究的系统： 
(a) ( )H p 是一个关于直和分解 ( )

s c u
H pT M E E E= ⊕ ⊕ 满足链双曲性质的同宿类； 

(b) dim 1cE = ； 
(c) 切于 c

xE 的圆盘族{ } ( )
c

x x H p
W

∈
是轻微踏合的。 

我们再记 ( ) ( ) ( ) ( ){ }: ,a n
nP f x H p f x x x aλ= ∈ = > 其中， ( )xλ 表示周期点 x 的最接近 0 的那个

Lyapunov 指数的绝对值。在本文关注的系统中即具有链双曲性质的同宿类上，杨云证明了如下的结论。 
命题 1：给定 ( )0,1a∈ ， ( )a

nP f 构成了一个 ( ), an δ 分离集，其中刻画分离程度的常数 aδ 只依赖 a ，

与周期 n 无关。 
在本文中出现的另外一个重要概念是广义测度熵，它的定义如下： 
定义 5：设 :T X X→ 是紧致度量空间 X 上的同胚映射。对于一个关于T 不变的概率测度 v，我们定 

义 ( )
( )

( )( )ˆ inf dv C X
h T P v

ψ
ψ ψ

∈
= − ∫ ，其中 ( )P ψ 表示函数ψ 的拓扑压，而 ( )ĥ Tν 则称为 v的广义测度熵。 

广义测度熵的这个概念是由 Gelfert 和 Wolf[2]引入的。容易验证： ( ) ( ) ( )ˆ
vh T h T h Tν≤ ≤ 。关于广义

测度熵的更多性质，请读者参见文献[2] [3] [5]。在本文中，我们将利用这个量给出偏差测度的指数增长

率的一个上界控制。 

3. 主要结果 

记 ( )( ),invM H p f 为支撑在 ( )H p 上的且关于 f 不变的所有概率测度所组成的集合。 
定理 A：假设 M 是紧致流形， :f M M→ 是 1C 的微分同胚， ( )H p 是一个满足(a)(b)(c)三个条件的

链双曲同宿类。那么任取 ( )0,1a∈ ，任取 ( )( ),invM H p f 中的闭子集U ，都有以下的不等式成立： 

( ){ } ( )1 ˆlimsup log# supa
n x

n U
x P f U h f

n ν
ν

ω
→+∞ ∈

∈ ∈ ≤ 。 

在定理 A 的前提条件下，如果把U 取成这样的集合： ( )( ){ }, d dinvv M H p f h v h µ δ∈ − ≥∫ ∫ ，就可

以得到如下的结论。 
推论 B：假设 M 是紧致流形， :f M M→ 是 1C 的微分同胚， ( )H p 是一个满足(a)(b)(c)三个条件的

链双曲同宿类。那么任取 0δ > ，任取 ( )H p 上的连续函数 ( )h x ，任取不变测度 ( )( ),invM H p fµ ∈ ，都

有下面的不等式成立： 

( ){ } ( )
: d d

1 ˆlimsup log# d d supa
n x

n h v h
x P f h h h f

n ν
ν µ δ

ω µ δ
→+∞ − ≥∫ ∫

∈ − ≥ ≤∫ ∫  
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由于根据定理 A 可以直接得到推论 B，所以以下我们只要证明定理 A 即可。 

4. 定理 A 的证明 

在证明主定理之前，我们先证明下面的命题： 
命题 2：在本文所研究的系统中，假设ψ 是 M 上的一个连续函数，记 ( ) ( )( )1

0
n i

n iS x f xψ ψ−

=
= ∑ 。那么 

( )
( )

( )1limsup log exp
a
n

n
n x P f

S x P
n

ψ ψ
→+∞ ∈

≤∑  

证明：为证明这个结论，我们先简单回顾一下拓扑压的定义。假设 E 是 ( )H p 的一个 ( ),n δ -分离集，

那么我们可以定义： 

( ) ( )( ) ( ), : sup exp , -n n
x E

P S x E nψ δ ψ δ
∈

 
=  

 
∑ 是一个 分离集                  (4.1) 

( ) ( )1, : limsup log ,n
n

P P
n

ψ δ ψ δ
→+∞

=                             (4.2) 

( ) ( )
0

: sup ,P P
δ

ψ ψ δ
>

=                                  (4.3) 

该定义可以在参考文献[6]中找到。根据命题 1， ( )a
nP f 是一个 ( ), an δ 分离集，分离程度 aδ 与 n 无关。

再结合(4.1)~(4.3)我们就能看出 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )1 1limsup log exp limsup log , , .
a

n

n n a n a
n nx P f

S x P P P
n n

ψ ψ δ ψ δ ψ
→+∞ →+∞∈

≤ ≤ ≤∑  

证毕。 

注：如果 x 是 n 周期点，那么其生成的周期测度 ( )1
1

nx x fx f xn
ω δ δ δ −= + + + 就会满足：对任意的函

数ψ ，有 ( ) ( )
1 1

0 0

1 1 1d d i

n n
i

x nf x
i i

f x S x
n n n

ψ ω ψ δ ψ ψ
− −

= =

= = =∑ ∑∫ ∫ 成立。 

定理 A 的证明。根据定义 5， ( )
( )

( )( )ˆ inf dv C M
h f P v

ψ
ψ ψ

∈
= − ∫ ，因此任取不变概率测度 v和小正数 ε ，

我们都能可以找到这样的连续函数 vψ ，它满足： 

( ) ( )ˆ d .v v vh f P vε ψ ψ+ > − ∫                               (4.4) 

既然 vψ 是连续的，那么它诱导的映射 dvµ ψ µ∫ 也是连续的。从而对于每个不变测度 v，我们都可

以找到它的一个足够小的开邻域 vU ，使得任取 vUτ ∈ ，都有 

d dv v vψ τ ψ ε− ≤∫ ∫                                   (4.5) 

如果把(4.4)和(4.5)综合起来看，就能得到： 

( ) ( )ˆ d 2 0, .v v v vh f P Uψ τ ψ ε τ+ − + > ∀ ∈∫                         (4.6) 

如果我们对于每个 ( ),invv M M f∈ ，都挑选这样一个连续函数 vψ 和一个开邻域 vU ，那么{ }v U
U

ν∈
势

必会构成闭集U 的一个开覆盖。根据开覆盖定理，我们一定能从其中挑选出有限的子覆盖，这个有限子

覆盖记作 1 2, , , sU U U 。而 iU 各自对应的 i iv U∈ 及 ( )i C Mψ ∈ 都满足： 

d di i ivψ τ ψ ε− ≤∫ ∫ 且 ( ) ( )ˆ d 2 0
iv i ih f Pψ τ ψ ε+ − + >∫  

由此可知： 
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( ) ( )( )( )ˆexp d 2 1, .
iv i in h f P nψ τ ψ ε+ − + > ∀ ∈Ν∫                     (4.7) 

于是： 

( ){ }
( )

( ) ( )( )( )
( )

( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

1 ,

1 ,

1 ,

1 ,

# 1

ˆexp d 2

ˆexp exp 2

ˆexp exp 2 .

a
n x i

i
a
n x i

i
a
n x i

i
a
n x i

s
a

n x
i x P f U

s

i x v i
i x P f U

s

n i v i
i x P f U

s

n i i v
i x P f U

x P f U

n h f P

S x n h f P

S x nP n h f

ω

ω

ω

ω

ω

ψ ω ψ ε

ψ ψ ε

ψ ψ ε

= ∈ ∈

= ∈ ∈

= ∈ ∈

= ∈ ∈

∈ ∈ ≤

≤ + − +

= − +

= − +

∑ ∑

∑ ∑ ∫

∑ ∑

∑ ∑

 

对不等式两边取对数，乘以
1
n
再对 n 取上极限，即得： 

( ){ }
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )1 ,

1limsup log#

1 ˆlimsup log exp sup 2 .
n x i

a
n x

n
s

n i i v
n v Ui x P f U

x P f U
n

S x nP h f
n ω

ω

ψ ψ ε

→+∞

→+∞ ∈= ∈ ∈

∈ ∈

≤ − + +∑ ∑
           (4.8) 

这个时候再利用命题 2，因为 iψ 连续，所以 

( )( )( )
( )

( )1limsup log exp
a
n

n i i
n x P f

S x P
n

ψ ψ
→+∞ ∈

≤∑  

上式可以自然推出： 

( )( ) ( )( )
( ),

1limsup log exp 0, 1 ,
n x i

n i i
n x P f U

S x nP i s
n ω

ψ ψ
→+∞ ∈ ∈

− ≤ ∀ ≤ ≤∑  

从而有： 

( )( ) ( )( )
( )1 ,

1limsup log exp 0.
n x i

s

n i i
n i x P f U

S x nP
n ω

ψ ψ
→+∞ = ∈ ∈

− ≤∑ ∑                   (4.9) 

把(4.9)式代入(4.8)就可以得到： 

( ){ } ( )1 ˆlimsup log# sup 2 .a
n x v

n v U
x P f U h f

n
ω ε

→+∞ ∈
∈ ∈ ≤ +  

鉴于 ε 是任取的，我们可以让 0ε → ，这样一来，就可以得到： 

( ){ } ( )1 ˆlimsup log# supa
n x v

n v U
x P f U h f

n
ω

→+∞ ∈
∈ ∈ ≤ . 

证毕。 
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