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Abstract 
This paper mainly discusses the solution under certain conditions of a class of nonlinear algebraic 
equations, and the definition of such equations is given; and at the same time, according to the 
new definition, it puts forward some new conjecture. 

 
Keywords 
The Topological Symmetry Equations 

 
 

由一类对称非线性方程组的条件解所引发的 
理论 

周亚南 

东华理工大学长江学院，抚州 
Email: 2318284432@qq.com 
 
收稿日期：2014年7月14日；修回日期：2014年8月12日；录用日期：2014年8月21日 

 

http://www.hanspub.org/journal/pm
http://dx.doi.org/10.12677/pm.2014.45027
http://www.hanspub.org
mailto:2318284432@qq.com
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
mailto:2318284432@qq.com


由一类对称非线性方程组的条件解所引发的理论 
 

 
180 

 
 

摘  要 

本文主要讨论了一类非线性代数方程组在某些条件下的解的情况，并给出了这类方程组的定义，同时，

由新的定义又提出了一些新的猜想。 
 
关键词 

拓扑对称方程组 

 
 

1. 引言及特殊的方程组的定义 

本文是作者在研究数学史时，所发现的一个感兴趣的问题，他起源于对三角形全等的证明，当然他

的证明或否定远远超出了初等数学，有关他的文献可以参考[1]。下面给出含有 n 个未知量的这类方程组

的定义：n 个未知量的每一个未知量定义为单元，即 n 个未知量有 n 个单元。对于 n 个未知量有如下的组

合 1n
nC − ，其中满足这种组合的未知量仅满足乘法律或者仅满足加法律，即从 n 个未知量中选取 1n − 个未

知量，这 1n − 个未知量仅满足乘法律或者仅满足加法律，定义这种组合为基本组合，可知这种组合共有 n
种，即基本组合有 n 种，其中满足乘法律的基本组合定义为乘律基本组合，满足加法律的基本组合定义

为加律基本组合。以集合 A 代表所有的单元，即 A 为全集，以集合 B 代表 A 的子集，且 B 中含仅含有 1n −
个单元，即组合 1n

nC − 个单元，可知这 1n − 个单元仅满足乘法律或者仅满足加法律，定义 A 与 B 的差集为

剩余集，其中剩余集所含的那个单元定义为剩余单元。定义集合 Ε为超全集(含有 n 个单元)，其中 

{ } { }
{ }

, , , , ,

, ,

Ε = 



剩余单元 乘律基本组合 加律基本组合 常数 剩余单元 加律基本组合 常数

剩余单元 乘律基本组合 常数
 

由上式知道 Ε中含有四个元素或者三个元素，对超全集 Ε定义一种运算，对于 Ε中的元素可以满足

任何形式的数学运算以及混合运算，如：加法、乘法、减法、除法、对数、幂次方、根号等等，其中满

足这种要求的表达式记为 f ，可知集合 A 可以构造 n 个超全集 Ε，即 1 2 3, , , , nΕ Ε Ε Ε ，若 n 个超全集Ε具

有相同数学运算，即具有相同形式的数学表达式，我们称表达式 1 2 3, , , , nf f f f 为一组拓扑对称表达式，

而由 1 2 3, , , , nf f f f 所组成的方程组称为拓扑对称方程组。若 n 个超全集 Ε不具有相同数学运算，即不具

有相同形式的数学表达式，我们称表达式 1 2 3, , , , nf f f f 为一组拓扑非对称表达式，而由 1 2 3, , , , nf f f f 所

组成的方程组称为拓扑非对称方程组。对于不满足上述任何形式的方程组，我们定义为一般拓扑方程组。 
例：三个未知量 , ,a b c ，从中选取 1n

nC − 个未知量，可知共有 3 种，它们分别是 ( ) ( ) ( ), , , , ,a b a c b c ，既

有三种基本组合，又如基本组合 ( ),a b 满足加法律和乘法律其形式如下： ( ),ab a b+ ，其中 ab 为乘律基本

组合， ( )a b+ 为加律基本组合。又如由单元 , ,a b c 构造的下面的方程组 
2

2

2
2

2
2

1

1

1

aAD bc
b c

bBE ac
a c

cCF ab
a b

   = −   +    


   = −   +    


   = −   +   

                             (1.1) 
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2

2

2
2

2

2
2

2

a bc b c a
OD

b c a b c

b ac a c b
OE

a c a b c

abc a b c
OF

a b a b c

 + −
=

+ + +


+ − =
+ + +


+ − = + + +

                             (1.2) 

( )

( )

( )

2

2

2

bc b c a
OA

a b c
ac a c b

OB
a b c

ab a b c
OC

a b c

+ −
= + +

 + −
=

+ +
 + −

=
+ +

                               (1.3) 

可知其为拓扑对称方程组，其中对于方程式 2 2,AD OD 来说 a 为剩余单元，其中 

}{ }{ }{, , ,1 , ,1 , ,1E a bc b c a bc a b c= + +   

构成一个超全集。对于含有 n 个单元的拓扑对称方程组，当这 n 个单元同时增加相同的倍数时，这个拓

扑方对称程组的每个方程式不变，即方程组不变，定义这种方程组为完全线性代数方程组，如下面含有

, ,a b c 三个单元的方程组： 

( )

( )

( )

2

2

2

b c a
OA

a b c
a c b

OB
a b c
a b c

OC
a b c

+ −
= + +

 + −
=

+ +
 + −

=
+ +

                                  (1.4) 

使 , ,a b c 满足 , ,a ka b kb c kc→ → → ，可知方程组(1.4)不变，即为完全线性代数方程组，这种方程组

有无穷多组解，且满足 ( ), ,k a b c ， , ,a b c 是其中一组解， k 为系数，即 , ,ka kb kc也是方程组的一组解。同

样，对于含有 n 个单元的拓扑对称方程组，当这 n 个单元同时增加相同的倍数时，这个拓扑方对称程组

的每个方程式发生变化，方程组中的方程式 1 2 3 4, , , , , nf f f f f 的比值： 1 2 3: : : : nf f f f 的比值不变，满

足这个关系式子的方程组，定义为满足线性代数方程组。如上面的方程组(1.1)~(1.3)就是这样的方程组，

即为满足线性代数方程组。本文主要讨论了方程组(1.1)(1.2)(1.3)在单元 0, 0, 0a b c> > > 情况下的解的情

况，可知方程组(1.1)(1.3)在此情况下至多有一解，方程组(1.2)在此情况下至多有两解。 

2. 几个引理及其证明 

对于单元来说我们定义一种运算，如单元 a ，定义 a a+ ∆ 表示单元 a 变大，即用符号 ∆表示变大，

同理可以定义 a a+∇ 表示单元 a 变小，即用符号∇表示单元 a 变小。下面我们再次来讨论方程组(1.2)在
0, 0, 0a b c> > > 的情况下的解的情况。这里字母 , ,OD OE OF 表示为不为零常数，或者赋予 , ,OD OE OF 一

组常数，如 3，4，5。 
引理 2.1：单元 , ,a b c 满足下面三个式子 

, ,b a c
a c b c a b+ + +

                                  (2.1) 
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当单元 , ,a b c 满足变化： , ,a a a a a b b b b b c c c c c→ +∆ +∇ → +∆ +∇ → +∆ +∇   且 
/ , / , /a ka b kb c kc→ → → 时(符号 / →表示：不变为)，式子(2.1)必有一个变大，一个变小。 

证明：当 / , / , /a ka b kb c kc→ → → 时，单元 , ,a b c 有下面几种变化组合 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ + ∆ + ∆                            (2.11) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ + ∆ +∇                            (2.12) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ +∇ + ∆                            (2.13) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ +∇ +∇                            (2.14) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∇ + ∆ + ∆                            (2.15) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∇ + ∆ +∇                            (2.16) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∇ +∇ + ∆                            (2.17) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∇ +∇ +∇                            (2.18) 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∆ + ∆                              (2.19) 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∆ +∇                              (2.20) 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∇ + ∆                              (2.21) 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∇ +∇                              (2.22) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b c c→ +∆ + ∆                              (2.23) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b c c→ +∆ +∇                              (2.24) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b c c→ +∇ + ∆                              (2.25) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b c c→ +∇ +∇                              (2.26) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c→ +∆ + ∆                              (2.27) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c→ +∆ +∇                              (2.28) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c→ +∇ + ∆                              (2.29) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c→ +∇ +∇                              (2.30) 

上式(2.11)(2.18)是相似于其余各式，其证法是将满足(2.11)(2.18)的单元 , ,a b c 同时缩小或同时增加相同的

倍数，且使这种组合中的其中一个单元与上式其余组合中的一个组合满足至少有一个单元相等，则可知

(2.11)(2.18)满足其余各种组合。 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ + ∆ +∇                            (2.12) 

时式(2.1)满足下面的变化 

, ,b b b a a a c c c
a c a a c c b c b b c c a b a a b b

+ ∆ + ∆ +∇
→ → → ↓

+ + ∆ + +∇ + + ∆ + +∇ + + ∆ + + ∆
 

符号↓表示变小，那么仅需证明 ,b a
a c b c+ +

中必有一个变大即可，将(2.12)做变化，其形式如下： 
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1
, ,

1 1 1 1 1 1
b a c

a c b c a b

b a cb a c
a c a c b c b c a b a b

+ ∆ + ∆ +∇
→ → → ↓

+ + ∆ + +∇ + + ∆ + +∇ + + ∆ + + ∆
 

则：
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) [ ]
1 1

1 1 1 1
b b

a c b b a c b b

b bb
a c a c a c a c a c

+ ∆ + ∆
→ =

+ + ∆ + +∇ + ∆ + + ∆ + ∆ +∇ −∆ −∆
 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) [ ]

1 1
1 1 1 1

a a

b c a a b c a a

a aa
b c b c b c b c b c

+ ∆ + ∆
→ =

+ + ∆ + +∇ + ∆ + + ∆ + ∆ +∇ −∆ −∆
 

式中 ∆表示一个大于零的数，如 0a∆ > ；同样∇表示一个小于零的数，如 0a∇ < 。则可知下面式子必有

一个变小 

[ ] ( )a c b b a b c ba c a b a c b ∆ +∇ −∆ −∆ = ∆ −∆ +∇ −∆   

[ ] ( )b c a a b a c ab c b c b c c ∆ +∇ −∆ −∆ = ∆ −∆ +∇ −∆   

所以式子 ,b a
a c b c+ +

中必有一个变大，即当 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ + ∆ +∇                            (2.12) 

式子(2.1)必有一个变大，一个变小。 
当 ( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ +∇ + ∆  (2.13)时，式(2.1)满足下面的变化 

, ,b b b a a a c c c
a c a a c c b c b b c c a b a a b b

+∇ + ∆ + ∆
→ ↓ → →

+ + ∆ + + ∆ + +∇ + + ∆ + + ∆ + +∇
 

由(2.12)的证明可知当满足(2.13)时，式子(2.1)中的 ,a c
b c a b+ +

中也必有一个变大，故式子(2.1)必有一

个变大，一个变小。 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ +∇ +∇                          (2.14) 

则式(2.1)满足下面的变化 

, ,b b b a a a c c c
a c a a c c b c b b c c a b a a b b

+∇ + ∆ +∇
→ → ↑ →

+ + ∆ + +∇ + +∇ + +∇ + + ∆ + +∇
 

符号↑表示变大，同样仅需证明 ,b c
a c a b+ +

中必有一个变小即可，证明如下： 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) [ ]

1 1
1 1 1 1

b b

a c b b a c b b

b bb
a c a c a c a c a c

+∇ +∇
→ =

+ + ∆ + +∇ +∇ + +∇ + ∆ +∇ −∇ −∇
 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) [ ]

1 1
1 1 1 1

c c

a b c c a b c c

c cc
a b a b a b a b a b

+∇ +∇
→ =

+ + ∆ + +∇ +∇ + +∇ + ∆ +∇ −∇ −∇
 

同样由上式[]可知式子 ,b c
a c a b+ +

中必有一个变小。 

注释：[]代表 [ ]a c b ba c a c∆ +∇ −∇ −∇ ，即代表中括号和其内部的算子。 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∇ + ∆ + ∆                          (2.15) 
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时，在形式上相似于(2.12)，由于式(2.1)的对称性可知其在(2.15)的情况下必有一个变大一个变小。在下

文中我们以≈代表形式上的相似，如(2.12)≈(2.15)≈(2.13)，表示(2.15)(2.12)(2.13)在形式上相似，即表示单

元 , ,a b c 中一个变小，两个变大。若一个命题其命题和结论都相似，定义为全相似命题，可知上面的两个

子命题为全相似命题。 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∇ + ∆ +∇                            (2.16) 

可知(2.16)≈(2.14)，由于式(2.1)的对称性可知其在(2.16)的情况下必有一个变大一个变小，同样可知其二

个命题为全相似命题。 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∇ +∇ + ∆                            (2.17) 

可知(2.16)≈(2.14)≈(2.17)，故式(2.1)在(2.17)的情况下必有一个变大一个变小。 
由上面的(2.12)(2.13)(2.14)(2.15)(2.16)(2.17)以及(2.12)≈(2.15)≈(2.13)和(5.16)≈(5.14)≈(5.17)之间的相似，

以及是子命题之间的全相似命题。同样可知 (2.19)(2.20)(2.21)(2.22)(2.23)(2.24)(2.25)(2.26)(2.27)(2.28) 
(2.29)(2.30)也存在着相似结构，可知 (2.20)≈(2.21)≈(2.24)≈(2.25)≈(2.28)≈(2.29)， (2.19)≈(2.23)≈(2.27)，
(2.22)≈(2.26)≈(2.30)，可知要讨论四种情况，在这里我们讨论四种情况，由(2.20)≈(2.21)≈(2.24)≈(2.25)≈ 
(2.28)≈(2.29)，我们讨论(2.20)和(2.21)，讨论如下 

当 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∆ +∇                              (2.20) 

式子(2.1)有如下的变化 

, ,b b b a a c c c
a c a c c b c b b c c a b a b b

+ ∆ +∇
→ ↑ → → ↓

+ + +∇ + + ∆ + +∇ + + + ∆
 

可知式(2.1)必有一个变大一个变小。 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∇ + ∆                             (2.21) 

式子(2.1)有如下的变化 

, ,b b b a a c c c
a c a c c b c b b c c a b a b b

+∇ + ∆
→ ↓ → → ↑

+ + + ∆ + +∇ + + ∆ + + +∇
 

可知式(2.1)必有一个变大一个变小。 
由(2.19)≈(2.23)≈(2.27)，我们讨论(2.19)讨论如下： 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∆ + ∆                             (2.19) 

式(2.1)有下列的变化 

, ,b b b a a c c c
a c a c c b c b b c c a b a b b

+ ∆ + ∆
→ → ↓ →

+ + + ∆ + + ∆ + + ∆ + + + ∆
 

同样，我们仅需证明 ,b c
a c a b+ +

必有一个变大即可，证明如下： 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1

b b

c b b c b

b bb
a c a c a c c a c

+ ∆ + ∆
→ =

+ + + ∆ + ∆ + + ∆ + ∆ −∆ +  
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( )
( )

( )
( ) ( ) [ ]

1 1
1 1 1

c c

b c c b c c

c cc
a b a b a b b a b

+ ∆ + ∆
→ →

+ + + ∆ + ∆ + + ∆ + ∆ −∆ −∆
 

由[]可知 ,b c
a c a b+ +

必有一个变大，故可知式(2.1)必有一个变大一个变小。 

由(2.22)≈(2.26)≈(2.30)，我们仅讨论(2.22)，讨论如下： 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∇ +∇                             (2.22) 

式(2.1)有如下变化 

, ,b b b a a c c c
a c a c c b c b b c c a b a b b

+∇ +∇
→ → ↑ →

+ + +∇ + +∇ + +∇ + + +∇
 

同样，我们仅需证明 ,b c
a c a b+ +

中必有一个变小即可，证明如下： 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1

b b

c b b c b

b bb
a c a c a c c a c

+∇ +∇
→ =

+ + +∇ +∇ + +∇ + ∇ −∇ +  
 

( )
( )

( )
( ) ( ) [ ]

1 1
1 1 1

c c

b c c b c c

c cc
a b a b a b b a b

+∇ +∇
→ →

+ + +∇ +∇ + +∇ + ∇ −∇ −∇
 

同样由[]可知 ,b c
a c a b+ +

必有一个变小，故可知式(2.1)必有一个变大一个变小。故我们证明了引理 1。 

从上面的例子我们不难看出我们仅需证明(2.12)(2.14)(2.20)(2.21)(2.19)(2.22)这六种情况，满足这样一组最

小的证明的子命题组数组定义为最小组，最小组的个数定义为最小基，由上面可知其中一组最小组为

(2.12)(2.14)(2.20)(2.21)(2.19)(2.22)，最小基为 6。 
对于方程组(1.2)来说，要讨论其在 0, 0, 0a b c> > > 的情况下解的的情况，还必须讨论下面的引理： 
引理 2.2：使方程组(1.2)中的 2 2 2

1 2 3, ,OD f OE f OF f= = = ，则下列两个命题成立 
(1) 若 1 2f f= ，那么有 a b= ，若还存在一个未知量 f 使其满足 

1 2
1 2

f ff f f
abc abc

a b c a b c

′ ′= = = =

+ + + +

                           (2.2) 

那么在 a b≠ 时必有
2 1
1

a b f
c f
+ +

=
−

成立。 

(2) 若 1 2 3f f f f′ ′ ′= = = ，那么仅有 a b c= = 成立。 
证明：(1) 当 1 2f f= 时，很明显存在 a b= ，将上面的 a 替换为 b ，或者 b 替换为 a 即可得证。 
当存在一个未知量 f 使其满足(2.2)时，则有下面的式子成立 

1 1a a b b f
b c b c a c a c

   − = − =   + + + +   
                         (2.3) 

由(2.3)可以得到下面的式子 

( ) ( )

2 2

2 2

ab ac a ab bc b f
b c a c
+ − + −

= =
+ +

                             (2.4) 

由(2.4)则可以的到下面的式子 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

ab ac a ab bc b
f

b c a c

+ − − + −
=

+ − +
                           (2.5) 
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由(2.5)式便可得到 
2 1
1

a b f
c f
+ +

=
−

                                   (2.6) 

(2) 当 1 2 3f f f f′ ′ ′= = = 时，可知必有一解 a b c= = 成立，下面证明其唯一性 
证明：若 1 2 3f f f f′ ′ ′= = = ，则可知存在下面三个关系 

1 2

1 3

2 3

f f f
f f f
f f f

′ ′= =
 ′ ′= =
 ′ ′= =

                                    (2.7) 

由(2.7)以及引理 2.2 中的(1)以及方程组的对称性可知有下列几种情况 

a b
b c
c a

=
 =
 =

                                      (2.71) 

2 1
1

a b
a c f

b f
b c

 =
 + + =

−
 =

                                  (2.72) 

2 1
1

a b
b c f

a f
a c

 =
 + + =

−
 =

                                  (2.73) 

2 1
1
2 1
1

a b
b c f

a f
a c f

b f


 =
 + +

=
−

 + +
=

−

                                  (2.74) 

2 1
1

b c
a b f

c f
a c

 =
 + + =

−
 =

                                  (2.75)  

2 1
1

2 1
1

a b f
c f

b c
a c f

b f

+ + = − =
 + + =

−

                                  (2.76) 

2 1
1

2 1
1

a b f
c f

a c
b c f

a f

+ + = − =
 + + =

−

                                  (2.77) 
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2 1
1
2 1
1
2 1
1

a b f
c f

b c f
a f

a c f
b f

 + +
= −

 + +
=

−
 + +

=
−

                                  (2.78) 

由(2.71)到(2.78)，可知具有下面的相似性： 
(2.72)≈(2.73)≈(2.75)，(2.74)≈(2.76)≈(2.77)，(2.71)≈(2.71)，(2.78)≈(2.78)。 
当满足(2.72)≈(2.73)≈(2.75)时，我们取(2.72)，由 a b= ， b c= 可知 a b c= = ，又因为 

2 1 2 1 1 1
1 1 2 5

a c f f f
b f f
+ + +

= ⇒ = ⇒ = −
− −

 

现在证明 f 的不可能性由原方程组(1.2)可知单元 , ,a b c 满足下面关系 

, ,a b c b c a a c b+ > + > + >  

又因为 1 2 3f f f f′ ′ ′= = = 可以验证 0f > 所以这种情况不存在。 
当满足(2.71)≈(2.71)时，很明显有 a b c= =  
当满足(2.78)≈(2.78)时，有下列方程组成立 

a b b c
c a a b

a b a c b c a b c
c b

c ba c b c
b a

+ + =
=

+ + = ⇒ = ⇒ = = 
  =+ +

=

 

所以，当满足(2.78)≈(2.78)时，必有 a b c= = 。 
当满足(2.74)≈(2.76)≈(2.77)时，我们选取(2.74)来作为研究对象，则仅从(2.74)得到 a b= ，又因为

1 2 3f f f f′ ′ ′= = = 所以原方程组可以变为下列式子 

1 1 1 1 1
2 2

a a b b c c a a c c a c
b c b c a c a c a b a b a c a c a a

         − = − = − ⇒ − = − ⇒ =         + + + + + + + +         
 

故此种情况下必有 a b c= = ，此时我们完全证明了引理 2，证毕。 

3. 方程组(1.2)在a b c> > >0, 0, 0的情况下解的判定 

下面开始证明方程组(1.2)在 0, 0, 0a b c> > > 的情况下解的情况，在上面证明引理 2.2 时，我们引入

了 1 2 3, ,f f f 三个未知量去替代 2 2 2, ,OD OE OF ，为了方便我们仍以 1 2 3, ,f f f 三个未知量替代 2 2, ,OD OE
2OF ，因为方程组(1.2)中的方程组是满组线性代数代数方程组，若方程组在 0, 0, 0a b c> > > 的情况下的

解唯一，那么必存在其 1 2 3: :f f f 唯一，即其比值具有唯一性，于是有下列式子 

1 2 3: : 1 : 1 : 1a a b b c cf f f
b c b c a c a c a b a b
          = − − −          + + + + + +          

             (3.1) 

可以知道式子(3.1)满组完全线性比，由 1 2 3, ,f f f ，可知可以分为下列几种情况 

1 2 3f f f≠ ≠                                     (3.11) 

1 2 3f f f= =                                     (3.12) 
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1 2 3f f f= ≠                                     (3.13) 

1 3 2f f f= ≠                                     (3.14) 

1 2 3f f f≠ =                                     (3.15) 

由上面的(3.11)到(3.15)可知要讨论三种情况(3.11)，(3.12)，(3.13)≈(3.14)≈(3.15)，于是我们讨论(3.11)，
(3.12)，(3.13)三种情况。 

Case i：当 1 2 3f f f= = (3.12)时，由引理 2.2 可知必有 a b c= = ，后代入原方程组其解具有唯一性，此

时 , ,a b c 的大小与 1 2 3, ,f f f 的大小有关。 
Case ii：当 1 2 3f f f= ≠ (3.13)时，由引理 2.2 可知要分为三种情况，如下 
(1) a b=  

(2) 2 1
1

a b f
c f
+ +

=
−

 

(3) a b= 和
2 1
1

a b f
c f
+ +

=
−

共同的情况 

当(1) a b= 时，式子(3.1)可以变为下面的式子 

1 2 3: : 1 : 1 : 1
2 2

1 1 1 11 : 1 : 1
2 21 1 1 1

a a a a c cf f f
a c a c a c a c a a

c c
c c c c a a
a a a a

          = − − −          + + + +          
      
         = − − −                 + + + +            

               (3.2) 

当 a b c= ≠ 时， , ,a b c 有下面的两种关系(1) a b c= <  (2) c a b< =  
当 a b c= < 时，可知式子(2.1)满足下面的关系 

1 1,
2 2

c a b
a b c b c a

> = <
+ + +

                             (3.3) 

下面变化 , ,a b c ，但必须保证 a b c= < ，由(3.3)式可知当
c
a
变大时，式子(3.2)有下列变化 

1 2 3
1 1 1 1: : 1 : 1 : 1

2 21 1 1 1

c cf f f
c c c c a a
a a a a

      
         = − ↓ − ↓ − ↑                 + + + +            

 

当
c
a
变小时 

1 2 3
1 1 1 1: : 1 : 1 : 1

2 21 1 1 1

c cf f f
c c c c a a
a a a a

      
         = − ↑ − ↑ − ↓                 + + + +            

 

当 c a b< = 时，可知式子(2.1)满足下面的关系 

1 1,
2 2

c a b
a b c b c a

< = >
+ + +

                              (3.4) 

同样变化 , ,a b c ，但必须保证 c a b< = ，由(3.3)式可知当
c
a
变大时，式子(3.2)有下 
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1 2 3
1 1 1 1: : 1 : 1 : 1

2 21 1 1 1

c cf f f
c c c c a a
a a a a

      
         = − ↑ − ↑ − ↓                 + + + +            

 

当
c
a
变小时 

1 2 3
1 1 1 1: : 1 : 1 : 1

2 21 1 1 1

c cf f f
c c c c a a
a a a a

      
         = − ↓ − ↓ − ↑                 + + + +            

 

当 , ,a b c 成倍增大时， 1 2 3, ,f f f 也必成倍增大，代入方程组(1.2)即可，即可知在 1 2 3f f f= ≠ 的情况下，

当 a b= 时，方程组(1.2)仅有一解在 0, 0, 0a b c> > > 的情况下。 

当(2) 2 1
1

a b f
c f
+ +

=
−

时，将(3.1)转换为下列比例式 

1 2 3: : : 1c cf f f f
a b a b
  = −  + +  

                         (3.5) 

这里我们再次对(2)进行讨论，由均值不等式可知 f 满足下列关系式 

10
4

f< <                                     (3.6) 

由(3.6)式可以得到下列两个式子 

31 2 1
2

3 1 1
4

f

f

 < + <

 < − <


                                  (3.7) 

由(3.7)式可以得到下列不等式 

2 11 2
1

f
f
+

< <
−

11 2 1
2

a b c
c a b
+

⇒ < < ⇒ < <
+

 

对(3.5)进行讨论，现在对
a b

c
+

进行讨论，当
a b

c
+

变大时，可知 f 变小， 3f ′变大。当
a b

c
+

变小时，

可知 f 变大， 3f ′变小。可知在 1 2 3f f f= ≠ 的情况下，当(2) 2 1
1

a b f
c f
+ +

=
−

时，方程组(1.2)仅有一解在

0, 0, 0a b c> > > 的情况下。 

当(3) a b= 和
2 1
1

a b f
c f
+ +

=
−

共同的情况，即当 1 2f f= 时，存在 a b= 和
2 1
1

a b f
c f
+ +

=
−

这两种情况，那

么我们仅需判断，在此两种情况下的 3f 是否相等即可。 

当
2 1
1

a b f
c f
+ +

=
−

时，可知下面的式子成立 

1 11 1
2 1 2 1

c c f f
a b a b f f

 − − − = −  + + + +   
                         (3.8) 

当 a b= 时，由式子(2.3)可以得到下面的式子 
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( )2

bc f
b c

=
+

                                    (3.9) 

由式子(3.9)可以得到下列两个式子 

( )1 2 1 4
2
cb f f
f

= − + − 或者 ( )1 2 1 4
2
cb f f
f

= − − −                  (3.10) 

由(3.10)可以得到下面的式子 

or
2 1 2 1 4 1 2 1 4

c c f f
a b b f f f f

= =
+ − − − − + −

                     (3.12) 

由(3.12)可以得到下面的式子 

1 1
1 2 1 4 1 2 1 4

c c f f
a b a b f f f f

  − = −    + + − − − − − −   
                  (3.13) 

或者 

1
1 2 1 4 1 2 1 4

f f
f f f f

 
= −  − + − − + − 

 

由式子(3.8)和(3.12)可知此二式相等，当二式相等时，可以得到下面一个关于 f 的方程式 
216 31 10 0f f+ + =                                    (3.14) 

由上面式子可知 0f < ，故不存在 f 使第三种情况成立，故当 1 2 3f f f= ≠ (3.13)时，方程组(1.2)仅有

一解。 

Case iii：当(3.11) 1 2 3f f f≠ ≠ 时，因为满足完全线性比，所以假定
a

b c+
保持不变，讨论式子(3.1)，

则可知 , ,a b c 有下列几种情况 

(1) a b c< <  (2) a c b< <  (3) b a c< <  (4) b c a< <  (5) c a b< <  (6) c b a< <  
当 a b c< < (1)时， , ,a b c 有下列的关系式子 

1
2

a b c
b c a c a b

< < <
+ + +

或者
1
2

a b c
b c a c a b

< < <
+ + +

                   (3.15) 

若保持
a

b c+
不变，则由引理 1 可知

b c
a c a b+ +

， 必发生变化，于是讨论下列三种情况 

(1) ,a a b c b c→ + → +  
(2) ( ) ( ),a a b c b c→ ↑ + → + ↑  
(3) ( ) ( ),a a b c b c→ ↓ + → + ↓  

当(1) ,a a b c b c→ + → + 时，可知 ,b c 中必有一个变大，一个变小，于是可知式子
b c

a c a b+ +
， ，必有

一个变大一个变小，由(3.15)可知式子(3.1)具有唯一性，又因为 
(1)≈(2)≈(3)，所以其它情况和(1)相同不做讨论。 
当 a c b< < 时， , ,a b c 有下列的关系式子 

1
2

a c b
b c a b a c

< < <
+ + +

或者
1
2

a c b
b c a b a c

< < <
+ + +

                   (3.16) 
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同样式子
b c

a c a b+ +
， ，必有一个变大一个变小，由(3.16)可知式子(3.1)具有唯一性。 

当 b a c< < 时， , ,a b c 有下列的关系式子 

1
2

b a c
a c b c a b

< < <
+ + +

或者
1
2

b a c
a c b c a b

< < <
+ + +

                    (3.17) 

同样式子
b c

a c a b+ +
， ，必有一个变大一个变小，由(3.17)可知式子(3.1)具有唯一性。 

当 b c a< < 时， , ,a b c 有下列的关系式子 
1
2

b c a
a c b a b c

< < <
+ + +

或者
1
2

b c a
a c b a b c

< < <
+ + +

                    (3.18) 

同样可知式子
b c

a c a b+ +
， ，必有一个变大一个变小，由(3.18)可知式子(3.1)具有唯一性。 

当 c a b< < 时， , ,a b c 有下列的关系式子 

1
2

c a b
a b b c a c

< < <
+ + +

或者
1
2

c a b
a b b c a c

< < <
+ + +

                    (3.19) 

同样可知式子
b c

a c a b+ +
， ，必有一个变大一个变小，由(3.19)可知式子(3.1)具有唯一性。 

当 c b a< < 时， , ,a b c 有下列的关系式子 

1
2

c b a
a b a c c b

< < <
+ + +

或者
1
2

c b a
a b a c b c

< < <
+ + +

                    (3.20) 

同样可知式子
b c

a c a b+ +
， ，必有一个变大一个变小，由(3.20)可知式子(3.1)具有唯一性，所以当 , ,a b c

满足上述情况时其解具有唯一性，证毕。 
说明：在 Case III 中，我们并没有证明方程组(1.2)的唯一性，要证明其唯一性，我们还必须证明其

(3.15)到(3.20)之间的不可能同时存在性。 
证明：当单元 , ,a b c 满足(3.15)到(3.20)时， 1 2 3, ,f f f 满足下面的关系 
(1) 当 a b c< < (1)时，有 2 3 2 1,f f f f> >  
(2)当 a c b< < 时，有 3 2 3 1,f f f f> >  
(3) 当b a c< < 时，有 1 3 1 2,f f f f> >  
(4)当 b c a< < 时，有 3 1 3 2,f f f f> >  
(5) 当 c a b< < 时，有 3 1 3 2,f f f f> >  
(6) 当 c b a< < 时，有 2 1 2 3,f f f f> >  

可知有(1)(6)≈(2)(4)≈(3)(5)，这是三种情况，我们仅需证明其中一种即可说明理由，即有(1)(6)时，不

可能有(2)(4)、(3)(5)，于是仅需证明在(1)(6)情况下，方程组(1.2)不可能有两组解即可，首先证明当 a b c< <

(1)时，有 2 3 2 1,f f f f> > 。 
当 a b c< < 时，可知式子(3.15)成立，由(3.15)可知要分两种情况讨论，讨论如下： 

当 a b c< < 满足
1
2

a b c
b c a c a b

< < <
+ + +

时，由均值不等式性质可知有 2 3f f> ，下面证明 2 1f f> ，将

2 1,f f 两式做差，如下 

2 1 1b a b af f
a c b c a c b c

  − = − − −  + + + +  
                         (3.21) 
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有(3.21)可知 

0b a
a c b c

− >
+ +

，1 1b a b a
a c b c a c b c

 − − = − + + + + + 
 

则有下面的不等式 

1b a b a a b
a c b c a c a c a c

+
+ < + = <

+ + + + +
 

可知 

2 1f f>  

当 a b c< < 满足
1
2

a b c
b c a c a b

< < <
+ + +

时，有均值不等式性质可知 2 1f f> ，下面证明 2 3f f> ，同样

的道理做差则有下列式子 

3 2 1c b c bf f
a b a c a b a c

  − = − − −  + + + +  
                     (3.22) 

有(3.22)可知 

0c b
a b a c

− >
+ +

， 1c b c b c b
a b a c a c a c a c

+
+ > + = >

+ + + + +
 

于是当 a b c< < (1)时，有 2 3 2 1,f f f f> > ，其他同里可证。 
由(1)(6)，我们可以知道(1)(6)有下列的关系式子 

当(1) a b c< < 时，有
a b c

b c a c a b
< <

+ + +
，当(6) c b a< < 时，有

c b a
a b a c c b

< <
+ + +

，若此两种情况

下有 1 2 3, ,f f f 相等，则有下列的情况，由上面的证明以及其需要我们引入三个未知量 , ,m n k ，当 a b c< < ，

使其满足下面的式子 

1 1, ,
2 2

a b cm n l
b c a c a b

= < = = >
+ + +

                         (3.23) 

同理，当 c b a< < 时，有下面的式子成立 

1 1, ,
2 2

c b am n l
a b a c b c

= < = = >
+ + +

                         (3.24) 

添加内容当 c b a< < 时，还存在下面的式子成立 

1 11 , , 1
2 2

c b am n l
a b a c b c

= − > = = − <
+ + +

                       (3.25) 

由(3.23)可以得到下面的式子成立 

1

1

ml ma b
ml

ml lc b
ml

+ = −
 + =
 −

                                 (3.26) 

由(3.26)可得下面的式子 

1
2

b ml
a c m l ml

ϕ −
= =

+ +
                              (3.27) 
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同样有(3.25)可得下面的式子 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

m l m
a b

m l

m l l
c b

m l

− − + −
= − − −


− − + − = − − −

                            (3.28) 

( )( )
( )( )

1 1 1
1 1 2 1 1

m lb
a c m l m l

ϕ
− − −

′ = =
+ − + − + − −

                      (3.29) 

由(3.27)(3.29)可知存在下面两种情况 
(1) ϕ ϕ′=  (2) 1ϕ ϕ′= −  
当(1)ϕ ϕ′= 时，由其对称性可以得到 1m l+ = ，由 1 2 3, ,f f f 以及式子(3.1)可知此种情况不成立。 
当(2) 1ϕ ϕ′= − 时，可以得到下面的式子成立 

2 2 2 2 2 24 7 7 4 4 2 8 8 8 0m l m l ml m l ml m l− − + + − + + − =                 (3.30) 

可知存在
1 10 , 1
2 2

m l< < < < 使式子(4.1)成立，故可能存在两个解使方程组(1.2)成立。 

4. 方程组(1.2)存在两个解的构造的设想法 

在这里主要由式子(3.30)去构造使方程组(1.2)存在两个解的方程组，即去构造一个 , ,OD OE OF 为常数

的方程组(1.2)。 
由式子(3.30)可以得到一组真实解关于 ,m l ，代入到(3.26)(3.28)可以得到两组关系式，分别记为

(4.1)(4.2)，为了区别这两种情况我们有下列标记： 
当 a b c< < 时， , ,a b c 标记为 , ,a b c ，当 c b a< < 时， , ,a b c ，标记为 , ,a b c′ ′ ′，由方程组(1.2)可以得

到下面的式子成立 
abc a b c

a b c a b c
′ ′ ′

=
′ ′ ′+ + + +

                               (4.3) 

由式子(4.3)可以得到下面的式子成立 
1 1

1 1
ac a c

a c a c
b b

′ ′= ′ ′+ +
+ +

′

                             (4.4) 

由(3.26)(3.27)(3.28)(3.29)以及(4.4)式以及 ,m l 的真实解，可以得到一个式子 b 与 b′的关系式子，给 b′
赋值便可得到一个 b 的值，由(3.26)(3.28)可以得到 , , ,a c a c′ ′的值，即为方程组的两组解，将其代入到方程

组(1.2)即可得到 , ,OD OE OF 的值，那么就证明了方程组(1.2)可能存在两个解。此时由 , ,a b c 和 , ,a b c′ ′ ′得

到的两组 , ,OD OE OF 必然对应相等，请读者构造一个这样的三角行，所以方程组(1.2)在 0, 0, 0a b c> > >

至多有两个解，作者曾用 Matlab 对方程组(1.2)做了大量的数据实验可知方程组(1.2)至多存在两解，有兴

趣请参见中国预印本网站(893)。 

5. 方程组(1.1)在a b c> > >0, 0, 0的情况下解的判定 

首先，我们将要证明方程组(1.1)在 0, 0, 0a b c> > > 的情况下解的情况，同样令 
2 2 2

1 2 3, ,AD f BE f CF f= = = ，且假设单元 , ,a b c 满足 a b c< < ，则 1 2 3, ,f f f 存在下面的关系 3 2 1f f f< < 。

在方程组(1.2)中，当单元 , ,a b c 满足 a b c< < 时，并不一定存在 3 2 1f f f< < 。故有如下定义，含有 n 个单

元的方程组，当这 n 个单元具有一定的序列，即存在某种大小关系时，相应的 1 2 3, , , , nf f f f 也存在某种
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相应的序列，即存在某种大小关系时，称这样的方程组为同化形方程组，同样当有 n 个单元的方程组，

当这 n 个单元具有一定的序列，即存在某种大小关系时，相应的 1 2 3, , , , nf f f f 不存在某种相应的序列，

即不存在某种大小关系时，称这样的方程组为异化形方程组，同样可以证明方程组(2.1)为同化形方程组。 
引理 5.1：因为方程组(1.1)(1.3)为同化形方程组，所以在方程组(1.1)(1.3)中，当 1 2f f= 时必仅有 a b= ,

当 1 2 3f f f= = 时，仅有 a b c= = . 
有引理 5.1 可知，我们仅需讨论 1 2 3f f f≠ ≠ 的情况。又因为方程组(1.1)是满足线性代数方程组，同

样的做比值式，则有如下的形式 

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 2 3 2 2 2: : : :

bc b c a ac a c b ab a b c
f f f

b c a c a b

+ − + − + −
=

+ + +
                    (5.1) 

因为方程组(1.1)为拓扑对称方程组，故有引理 2.1 可知要进行下面的六种讨论 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ + ∆ +∇                             (2.12) 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ +∇ +∇                             (2.14) 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∆ + ∆                               (2.19) 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∆ +∇                               (2.20) 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∇ + ∆                               (2.21) 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∇ +∇                               (2.22) 

现就上面六种情况讨论如下 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ + ∆ +∇                             (2.12) 

式子(5.1)具有下面的变化(在上面的六种变化中，同样要保证单元 a b c< < ) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 2 3 2 2 2: : : :

bc b c a ac a c b ab a b c
f f f

b c a c a b

+ − + − + −
= ↑

+ + +
 

此时，用这种方法并不能证明在 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ + ∆ +∇                           (2.12) 

情况下，方程组仅有一解，于是我们弱化其结论，当 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ + ∆ +∇                           (2.12) 

可知 3f 将要变大，令变化后的 3f 为 3f ′，则 3 3f f′ > 所以其弱化结论将要证明当 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ + ∆ +∇                           (2.12) 

方程组仅有一解 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ +∇ +∇                           (2.14) 

可知式子(5.1)有下面变化 

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 2 3 2 2 2: : : :

bc b c a ac a c b ab a b c
f f f

b c a c a b

+ − + − + −
= ↓

+ + +
 

同样在这种情况下，仅能弱化其结论，可知其 1f 将要变小，所以其弱化结论将要证明当 
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( ) ( ), , , ,a b c a a b b c c→ +∆ +∇ +∇                           (2.14) 

方程组仅有一解 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∆ +∇                           (2.20) 

式子(5.1)具有下面的变化 

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 2 3 2 2 2: : : :

bc b c a ac a c b ab a b c
f f f

b c a c a b

+ − + − + −
= ↓ ↑

+ + +
 

此时，可以证明在此情况下其解具有惟一性。 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∆ + ∆                            (2.19) 

式子(5.1)具有下面的变化 

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 2 3 2 2 2: : : :

bc b c a ac a c b ab a b c
f f f

b c a c a b

+ − + − + −
= ↑

+ + +
 

令
( )
( )

( )
( )2 32 2,

ac a c b ab a b c
f f

a c a b

+ − + −
′ ′= =

+ +
，可知 2 3,f f′ ′中也必有一个变大，同样要弱化其结论，可知 1f

将要变大，而 2 3,f f 中也必有一个变大，故在弱化其结论情况下 

当 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∆ + ∆                            (2.19) 

方程组仅有一解。 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∇ + ∆                            (2.21) 

其式子(5.1)有下面的变化 

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 2 3 2 2 2: : : :

bc b c a ac a c b ab a b c
f f f

b c a c a b

+ − + − + −
= ↑ ↓

+ + +
 

此时，可以证明在此情况下其解具有惟一性。 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∇ +∇                            (2.22) 

式子(5.1)有下面的变化 

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 2 3 2 2 2: : : :

bc b c a ac a c b ab a b c
f f f

b c a c a b

+ − + − + −
= ↓

+ + +
 

同样可知 2 3,f f′ ′中也必有一个变小，同样要弱化其结论，可知 1f 将要变小，而 2 3,f f 中也必有一个变

小，故在弱化其结论情况下 
当 

( ) ( ), , , ,a b c a b b c c→ +∇ +∇                            (2.22) 

方程组仅有一解。 
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最后说明：为什么说是弱化结论，因为我们仅能证明 1 2 3, ,f f f 中的一个变大或变小，并不能保证其

余两项中存在向相反的方向变化，故可能存在同向变化，即 1 2 3, ,f f f 都变大，或都变小，此时，可能存

在另一组 ( ), ,a b c 的解满足方程组(1.1)，但是有上面的六种变化可知方程组(1.1)在 0, 0, 0a b c> > > 情况下

至多有一解，用同样的方法可以证明方程组(1.3)在 0, 0, 0a b c> > > 情况下至多有一解 
证毕。 

6. 总结与展望 

基于本文作者给出如下感兴趣的定义及猜想：在异化形方程组中，当这 n 个单元具有一定的序列，

即存在某种大小关系时， 1 2 3, , , , nf f f f 中可以确定其大小的表达式的个数定义为确数，如方程组(1.2)当
假设单元 , ,a b c 具有一定的大小关系时，在表达式 2 2 2, ,OD OE OF 中可以确定一个数在三个中最大，而其

余两个则无法判断其大小，为此确数为 1，这种不能够确定其大小的表达式的个数定义为非确数。又如

含有 n 个单元的同化形方程组，可知其确数为 n 。为此有下面的猜想 
猜想 1：含有 n 个单元的异化形拓扑对称方程组，在这 n 个单元都大于零时的方程组的解的最大个数

为非确数。 
猜想 2：含有 n 个单元的同化形拓扑对称方程组，在这 n 个单元都大于零时，方程组至多有一个解。 
问题 3：对于拓扑对称方程组， 1 2 3, , , , nf f f f 之间的关系与方程组解的个数的关系(这里的解指单元

大于零的解)。 
问题 4：能否将本文中的方法推广到一般的方程组上去，或者完成某种分类问题。 
猜想 5：此猜想是由猜想 1，猜想 2 所延伸的猜想，对于含有三个单元的拓扑对称方程组，其解的个

数(这里的解指单元大于零的解)至多为 3。 
猜想 6：对于含有个 n 单元的拓扑对称方程组，其解的个数(这里的解指单元大于零的解)至多为 n 。 
问题 7：能否将本文应用在密码学领域。以上 7 个问题作为作者今后发展的方向。 
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