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Abstract 

In this paper, the derivation algebra of Lie algebra we give is ( )q qDer C C∝ . We prove its outer 
derivation is one dimension. 
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摘  要 

本文给出了李代数 ( )q qDer C C∝ 的导子代数结构。证明了其有一维外导子。 
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1. 引言 

对于李代数的结构来说，单凭李代数的定义有时很难看清它的结构。李代数的导子代数可以帮助我

们更好的了解李代数的结构。导子的重要性还在于它与低维上同调群的密切关系，由导子的结构往往能

洞察出从李代数定义中看不出的李代数的一些结构特性。因此，导子代数是李代数结构理论的重要组成

部分。文献[1]-[4]分别研究了广义 Witt 代数、有限生成阶化李代数、无限维 Heisenberg 代数、扭 Heisenberg- 
Virasoro algebra 的导子代数结构。最近，在文献[5]中，S. EswaraRao 等人给出了 ( )q qDer C C∝ 这类李代

数的定义，并对其不可约权模进行了分类。本文将利用同调代数理论研究李代数 ( )q qDer C C∝ 的导子代

数的结构。本文中 C 表示复数域，Z 表示全体整数的集合。 

2. 李代数 ( )q qDer C C∝  

设 L 是域 F 上的李代数，V 是一个 -L 模。从 L 到V 的一个线性映射叫做导子，若对于任意的 ,x y L∈ ，

都有 

[ ] ( ), ( ) .x y x y y xϕ ϕ ϕ= ⋅ − ⋅  

映射 : x x vψ → ⋅  ( )v V∈ 叫做內导子。 
用 ( ),FDer L V 表示所有导子的向量空间， ( ),FInn L V 表示所有內导子的向量空间。令 

( ) ( ) ( )1 , , ,C CH L V Der L V Inn L V= . 

本文中，分别用 ( ) ( ), , ,Der L V Inn L V 来表示 ( ) ( ), , ,C CDer L V Inn L V 。 
令 ( )ij d d

q q
×

= 是任意 d d× 矩阵，其中对于所有的1 ,i j d≤ ≤ ，满足 ijq 是非零复数，且 11,ii ij jiq q q−= = ，

ijq 是 单 位 根 。 考 虑 非 交 换 罗 朗 多 项 式 环 [ ]
1 1

1 , , ddS c t t± ± =   。 令 qJ 是 [ ]dS 中 由 元 素

{ }1 1, 1, 1, 1 ,i j ij j i i i i it t q t t t t t t i j d− −= − − ∀ ≤ ≤ 生成的理想。令 [ ]q qdC S J= ，则 qC 称为伴随矩阵 q 的量子环。

矩阵 q 称为量子环矩阵。 
对于 ( )1, , d

dn n n Z= ∈ ，令 1
1

dnnn
dt t t=  。定义映射 *, : d df Z Z Cσ × → ， 

( ) ( ) ( ) ( ) 1

1
, , , , , , ,j in m d

ji
i j d

n m q f n m n m m n m n Zσ σ σ −

≤ ≤

= = ∈∏


. 

对 , ds r Z∈ ，则有如下的结论： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,n m s r n s n r m s m rσ σ σ σ σ+ + =                          (1) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , , , 1f n m f m n f n n f n n− −= = − =                           (2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,f n m s r f n s f n r f m s f m r+ + =                           (3) 

( ) ( ) ( )( ), , , , ,n m n m n m n mt t n m t t t n m m n tσ σ σ+ + = = −                       (4) 

定义集合 ( ) ( ){ }: , 1, drad f n Z f n m m Z= ∈ = ∀ ∈ 。 
易知 ( )rad f 是 dZ 的一个子群。由于 qC 是 dZ -分次的，定义导子 1 2, , , d∂ ∂ ∂ 满足 

( ) ( )1 2, , , ,n n d
i i dt n t n n n n Z∂ = = ∈ . 
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內导子 ( ) ( ) ( )( ), , .n m n madt t n m m n tσ σ += −  

注意到对于 ( ) , 0nn rad f adt∈ = 。对 ( )1 2, , , d
du u u u C= ∈ ，记 ( ) 1, dr

i iiD u r t u
=

= ∂∑ 。令 ( )qDer C 为 qC
的所有导子组成的空间。则有 

性质 2.1 [3]  

1)                       ( ) ( )dq qn Z n
Der C Der C

∈
= ⊕ ,                                    (5) 

( ) ( )
( )1

,

,

n

q d nn
i i

Cadt n rad f
Der C

Ct n rad f=

 ∉= 
⊕ ∂ ∈

.                               (6) 

2) 以如下的基之间的李积运算使得 ( )qDer C 成为一个李代数： 

( ) ( )( ) ( ), , , , ,s r s radt adt s r r s adt r s rad fσ σ +  = − ∀ ∉  ,                   (7)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,s r s dD u r adt u s r s adt r rad f s rad f u Cσ +  = ∀ ∈ ∉ ∈  ,            (8)

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , dD u r D u r D r r r r rad f u u Cω′ ′ ′ ′ ′= + ∀ ∈ ∈   ,                 (9) 

这里 ( ) ( ) ( )( ), , ,r r u r u u r uω σ ′ ′ ′ ′= − 。 
考虑空间 ( )q qDer C C∝ ，将其元素 ( ), nT t 表示为 nT t+ ，其中 ( )qT Der C∈ ， n

qt C∈ ， dn Z∈ 。则

( )q qDer C C∝ 是一个满足如下李积关系的李代数： 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,n r n d dD u r t u n r n t r rad f n Z u Cσ +  = ∀ ∈ ∈ ∈                    (10) 

( ) ( )( ) ( ), , , , ,s n s n dadt t s n n s t s rad f n Zσ σ +  = − ∀ ∉ ∈                      (11) 

( ) ( )( ), , , , , .m n m n dt t m n n m t m n Zσ σ +  = − ∀ ∈                          (12) 

显然李代数 L 是一个 dZ -分次代数，即 

( ),
d

n
n n q nn Z

L L L t Der C
∈

= ⊕ = +                              (13) 

3. 导子代数 

令 ( )q qL Der C C= ∝ ，并记 qC= ， ( )qb Der C= 。Hilton 和 Stammbach (1997) [6]给出了如下由 h 诱

导的 dZ -分次向量空间的正合序列： 

( ) ( ) ( )1 1 1, , ,H L h H L L H L L h→ → .                             (14) 

其右边 ( )1 ,H L L h 可以通过计算关于AHochschild-Serre spectral序列 

( )( ) ( ), , ,p q p qH L h H h L h H L L h+⇒  

的 5 项序列 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 10 , , , LH L h L h H L L h H h L h→ → →                       (15) 

的各项得到。而该正合序列中 ( )1 ,H h L h 这一项可嵌入 ( ) [ ]( ), ,U bHom h h h b 。因此，要得到 ( )1 ,H L L ，只

需计算 ( )1 ,H L h 、 ( )1 ,H L h L h 和 ( ) [ ]( ), ,U bHom h h h b 。 
命题 3.1 若 ( ), ,r s rad f∈ 则 ( )r s rad f+ ∈ ，若 ( ) ( )r rad f s rad f∉ ∉或 ，则 ( )r s rad f+ ∉ 。 
证明 由 ( )rad f 和 f 的定义以及(1)式可直接得到。 
引 理 3.2 设 G 是 一 个 交 换 群 ， 若 mm G

L L
∈

= ⊕ 是 一 个 有 限 生 成 的 G - 分 次 李 代 数 ， 则

( ) ( )mm G
Der L Der L

∈
= ⊕ 也是G -分次李代数。 
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证明 事实上 ( ) ( )mm G
Der L Der L

∈
= ⊕ ，其中 

( ) ( ) ( ){ }, .n m nmDer L d Der L d L L n G+= ∈ ⊂ ∀ ∈  

引理 3.3 若 ( )( )r qd Der Der C∈ ，则 ( )( )r qd ad Der C∈ 。 

证明 令 ( ) ( ) ( ), , ,g m n m n n mσ σ= − ，由引理 2.2，可设 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )
,

;
, , ,

s s w
w

w u

d adt w s adt
w rad f

d D u r w r D u r w

ϕ

φ

+ = ∈
= +

此时  

( ) ( )
( )( ) ( )

( )
,

.
, ,

s s w
w

r w
w u

d adt w s adt
w rad f

d D u r w r adt

ϕ

ψ

+

+

 = ∉
=

此时  

由李积关系分别计算 ( ) ( ) ( )( ), , , , ,m n s
w wd adt adt d D u r adt m n s rad f r rad f    ∉ ∈    、 、这里 可分别得

到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , , , , ,                             16

, , , , , , , , , ,       17u

g m n w m n g m w n w m g m n w w n

u s r s w s r u s r w s w r u s w r s w w s

φ φ φ

σ φ σ ϕ σ φ

+ = + + +


+ = + + + +  

其中 ( )w rad f∈ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , , , , , 18

, , , , , , , , , 19

g m n w m n g m w n w m g m n w w n

u s r s w r s g r w s w r u s w r s w w s

φ φ φ

σ φ ψ σ φ

+ = + + +


+ = + + + +
 

其中 ( )w rad f∉ 。 
取 ( ) ( ) ( )1 21,0,0, ,0 , 0,1,0, ,0 , , 0,0, ,0,1de e e= = =    。令 1 1

2 2 2,m e n m e= = ，由式(16)得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2, , , ,w m e g m w n w e g m n wϕ ϕ= + +                         (20) 

令 2 2
1 1 2, ,m m e n e= = 由式(16)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2, , , , , ,g m n w m e e g m w n w m e g m n w w eϕ ϕ ϕ+ = + + +            (21) 

令 3 3
1 1 2 2,m m e e n e= + = − ，由式(16)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3
1 1 1 1 2 2, , , , , ,g m n w m e g m w n w m e e g m n w w eϕ ϕ ϕ= + + + + −            (22) 

令 4 4
2 2,m e n e= = − ，由式(16)得 

( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 4
2 2, , , ,w e g m w n w e g m n wϕ ϕ− = + +                       (23) 

将(20)、(21)、(23)代入(22)得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

4 42 2
3 3 3 3 3 3

1 1 22 2 4 4

2 2
3 3

2 2

,( , ), , , , ,
( , ) ,

,
,

,

g m w ng m n ww m e g m w n g m n w w e g m n
g m n g m n w

g m w n
g m w n

g m n

ϕ ϕ
 ++ = + + +
 + 

+
− +

      (24) 

为了简便，将(24)式记为 

( ) ( ) ( )1 1 1 2, ,w m e w r eϕ θ ϕ=                                (25) 
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分别用 3 , , de e 替换 1e ； 3 , , dm m 替换 1m ，重复上述(20)~(24)的过程可得到类似于(25)式的一组式子： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2

2 2 2 2

2

, , ;

, , ;

, ,d d d

w m e w w e

w m e w w e

w m e w w e

φ θ φ

φ θ φ

φ θ φ

=

=

=



                              (*) 

其中 iθ 为 dZ 到复数域C 的映射。 
取 5 5

1 1 2 2,m m e n m e= = ，由式(16)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 5 5 5 5 5
1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , ,g m n w m e m e g m w n w m e g m n w w m eϕ ϕ ϕ+ = + + +             (26) 

将(*)、(20)式代入(26)得 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

5 5 5 5 1 1
1

1 1 2 2 25 5 5 5 1 1

, , ,
, ,

, , ,

g m w n w g m n w g m w n
w m e m e w e

g m n g m n g m n w

θ
ϕ ϕ

 + + +
 + = +
 + 

              (27) 

将(27)记为 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2, , ,w m e m e F w w eφ φ+ =                                  (28) 

其中 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

5 5 5 5 1 1
1

1 5 5 5 5 1 1

, , ,
.

, , ,

g m w n w g m n w g m w n
F w

g m n g m n g m n w

θ+ + +
= +

+
 

令 6 6
1 1 2 2 3 3,m m e m e n m e= + = ，由式(16)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 6 6 6 6 6
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3, , , , , , .g m n w m e m e m e g m w n w m e m e g m n w w m eφ φ φ+ + = + + + +    (29) 

将(28)、(*)代入(29)得 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
6 6 6 6

1 3
1 1 2 2 3 3 26 6

, ,
, ,

,

g m w n F w g m n w w
w m e m e m e w e

g m n

θ
ϕ ϕ

+ + +
+ + = .            (30) 

将(30)式记为 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 2 2, , ,w m e m e m e F w w eφ φ+ + =                            (31) 

其中 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
6 6 6 6

1 3
2 6 6

, ,

,

g m w n F w g m n w w
F w

g m n

θ+ + +
= . 

重复以上过程最终将得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2, , ,d d dw m w m e m e m e F w w eϕ ϕ ϕ−= + + + =                   (32) 

由(17)、(19)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , , , , ,
,

, ,u

u s r s w s r u s w r s w w s
w r

u s r w s
σ ϕ σ ϕ

φ
σ

+ − + +
=

+
                  (33) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

, , , , , ,
,

,u

u s r s w r s u s w r s w w s
w r

g r w s
σ ϕ σ ϕ

ψ
+ − + +

=
+

                  (34) 
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由命题 3.1 知， ( )s r rad f+ ∉ ，由(32)知 ( ) ( ), , ,w s r w sϕ ϕ+ 可由 ( )2,w eϕ 所决定，故 ( ) ( ), , ,u uw r w rφ ψ
可由 ( )2,w eϕ 所决定。由此可知 ( )( )dim 1qDer Der C = ，因此 ( )( )qDer Der C 只有內导子。 

引理 3.4 ( ) ( ) ( )0, , ,Der L h Der L h Inn L h= + ，这里 

( ) ( ) ( ){ }0, , , d
n nDer L h Der L h L h n Zϕ ϕ= ∈ ⊆ ∈对于 。 

引理 3.5 ( )0,D Der L h∈ ，当且仅当 D 是一个从 L 到 h 满足下列关系的线性映射： 

( ) ( ) ( ),r rD adt r t r rad fλ= ∉                                    (35) 

( ) ( )( ) ( ), ,r rD t r W t r rad f W Cλ= + ∉ ∈                              (36) 

( ) ( ), ,r rD t Kt r rad f K C= ∈ ∈                                   (37) 

( )( ) ( ), 0, .D D u r r rad f= ∈                                    (38) 

其中ϕ 为 dZ 到复数域C 的线性映射。 
证明 假设 D 是一个满足上述条件从 L 到 h 的线性映射，显然 ( )n nD L h⊆ ，也容易验证 D 是一个从 L

到 h 的导子。 
反过来，令 ( )0,D Der L h∈ ，假设 ( ) ( ) ( ),r rD adt r t r Cλ λ= ∈ 。对于 r s≠ ，且 ( ),r s rad f∉ ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , , ,

, , , , * ,

s r s r s r

s r s r s r

D adt adt D s r r s adt s r r s s r t

s t adt adt r t s r r s r s t

σ σ σ σ λ

λ λ σ σ λ λ

+ +

+

   = − = − +     
   = + = − +         

 

得 ( ) ( ) ( )r s r sλ λ λ+ = + 。 
对于 ( ), ,r s r s rad f≠ ∈且 ，假设 ( ) ( ) ( ),r rD t F r t F r C= ∈ 。有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

, , , , ,

, , , , , , ,

s r s r s r

s r s r s r s r

D adt t D s r r s t s r r s F r s t

s t t adt F r t s r r s s t s r r s F r t

σ σ σ σ

φ σ σ λ σ σ

+ +

+ +

   = − = − +     
   = + = − + −   

 

得 ( ) ( ) ( )F r s s F rλ+ = + 。 
假设 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , ,n d d da a F b F bλ ε λ ε ε ε= = = = 且 ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i iF r r F r F r b aλ ε ε λ ε λ ε λ= − + = + − = + − . 

若令 i iW a b= − ，那么 ( ) ( )F r r Wλ= + 。 
对于 ( ) ( ),r rad f n rad f∈ ∉ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

, , , , , ,

, , , ,

, , , , ,

n r n r n

n n

n r n

D D u r t u n r n D t u n r n F r n t

D D u r t F n D u r t

D D u r t F n u n r n t

σ σ

σ

+ +

+

  = = + 
   = +   
 = + 

 

得 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ), , , , .n r nD D u r t F r n F n u n r n tσ +  = + −   

由李积关系知 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), ,D D u r F r n F n D u r= + − 。但由假设 ( )0
, qD Der L C∈ ，故 ( )( ), 0D D u r = 。 

对于 ( ) ( ),r rad f n rad f∈ ∈ ，假设 ( ) ( ) ( ),n nD t n t n Cα α= ∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , , , , , , .n r n n nD D u r t u n r n D t D D u r t D u r D tσ +      = = +       
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即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,r n nu n r n D t D u r D tσ +  =  ，代入 ( ) ( )n nD t n tα= ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,r n r nu n r n r n t u n r n n tσ α σ α+ ++ = ， 

故 ( ) ( )r n nα α+ = ，不妨设 ( )n Kα = 。证毕。 
引理 3.6 ( ) [ ]( ), , 0.U bHom h h h b =  
证明 由(4)式可知 ,q q qC C C  =  ，即 [ ], 0.h h h =  
记满足(35)~(38)的导子为δ ，则有 
定理 3.7 .DerL adL Cδ= ⊕  
证明  根据引理 3.6， ( )1 , 0LH h L h = ，由引理 3.3 知 ( )1 , 0H L h L h = ，故由正合列 (15)知

( )1 , 0H L L h = 。所以，根据引理 3.5 和正合列(14)知 ( )1 ,H L L Cδ= 。 
而 ( )1 ,H L L DerL adL= ，故定理得证。 
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