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Abstract 
Thenotion of FC-system is introduced. In this note, a new construction for inverse semigroups is 
established in terms of Munn semigroups and Clifford semigroups.  

 
Keywords 
Fundamental Inverse Semigroup, Clifford Semigroup, Inverse Semigroup 

 
 

逆半群的一新构造 
刘姗姗，郭俊颖，郭小江 

江西师范大学数学与信息科学学院，江西 南昌 
Email: liushanshan199008@126.com, 651945171@qq.com, xjguo@jxnu.edu.cn 
 
收稿日期：2015年2月26日；录用日期：2015年3月8日；发布日期：2015年3月12日 

 
 

 
摘  要 

本文定义FC-系统的概念。从这一概念出发，利用Munn半群和Clifford半群建立了逆半群的一新结构。 
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1. 引言 

逆半群是每个元素都只有一个逆元的正则半群。等价地，正则半群是逆半群当且仅当其幂等元集构

成交换子半群。这类半群是离群最近的半群类之一，具有许多“群类似”性质，在半群理论研究中具有

重要地位，也有非常丰富的研究成果(见[1] [2])。 
逆半群有两类重要子类：一类是 Clifford 半群。所谓 Clifford 半群是具有中心幂等元的正则半群。这

类半群可以表示为一些群的半格。 
另一类是基本逆半群(fundanmental inverse semigroup)。令 S 为逆半群， E 为 S 的幂等元集。 S 上的

同余 ρ 称为幂等元分离同余，如果 ( )E Eρ ∩ × 是 S 上的恒等映射。我们用 H，L，R，D，J 记通常的 Green-
关系。众所周知， ρ 是 S 上的幂等元分离同余当且仅当 Hρ ⊆ 。记 µ 为 S 上的最大幂等元分离同余。

逆半群称为基本逆半群，如果其最大幂等元分离同余为恒等映射。更有意思的是， S µ 是基本逆半群。

这说明，任一逆半群都是以基本逆半群作为同态像。特别地，Munn 指出：一个半群是基本逆半群当且仅

当它同构于某个 Munn 半群 ET 的全子逆半群(可见，[3])。 
Clifford 半群和基本逆半群都具有简明结构。能否从基本逆半群(Munn 半群)出发构造逆半群？这是

一个非常自然的问题。受到文献[4] [5]鼓励，本文将给出逆半群基于 Munn 逆半群和 Clifford 半群的一种

构造方法。 

2. 定理 

令 S 为逆半群，记 ( )E S 为 S 的幂等元集。若 t 为 S 的元，则我们用 1t− 记 t 的逆元。设 

Y ：半格； 

T ：以半格Y 为幂等元集的基本逆半群； 

C ：以半格Y 为幂等元集的 Clifford 半群； 

进一步，设 ,; ,C Y Gα α βφ =  是 Clifford 半群C 分解成群 ( )G Yα α ∈ 的半格分解。记 ( )End C 为C 到

自身的半群同态半群。定义 

( ): End ;    tT C tφ φ→   

其中
( ) 11 1

: ;  t t
x x t x x t

C C x x Gφ φ −− −⋅ ⋅
→ ∈

，且 

( ) ( ) 1: ;    , st st st
F T T C s t f G −× → ∈  

定义 2.1：五元组 ( ); , ; ,Y T C Fφ 称为 FC -系统，如果 
(I1) 对于任意 , ,s t u T∈ ，有 , , , ,st u s t u s tu t uf f f fφ = ； 
(I2) 对于任意 , ,  s t T x C∈ ∈ ,有 ( ) ,s t st s tx x fφ φ φ= ； 
(I3) 对于任意 ,, ,  p qp q Y f pq∈ = ； 
(I4) 对于任意 ,  ,  ss Y x C x xsϕ∈ ∈ = ； 
(I5) 对于任意 1 1

1
, ,

,  
s s s s s

s T f s s f− −
−∈ = =  

任给 FC -系统 ( ); , ; ,Y T C Fφ ，构作集合 

( ) ( ){ }1; , ; , , :
t t

FC FC Y T C F t x T C x Gφ −= = ∈ × ∈  

在集合 FC 上，定义 

( ) ( ) ( )( ),, , , s t ts x t y st f x yφ=  
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注意到，
( ) 1 1, ,  s t t t tst st

f x G y Gφ − −∈ ∈ ，易知， ( ) ( ) 1,s t t st st
f x y Gφ −∈ ，于是 ( )( ),, s t tst f x y FCφ ∈ ，从而 FC 关

于运算

封闭。进而， ( ),FC  为逆半群。 

下面是本文的主要结果。 
定理 2.2：令 ( ); , ; ,Y T C Fφ 为 FC -系统，则 ( ); , ; ,FC Y T C Fφ 是逆半群。反过来，任一逆半群均可以这

样构作。 

3. 定理证明 

本节我们给出定理 2.2 的证明。 
引理 3.1：令 ( ); , ; ,Y T C Fφ 为 FC -系统，则 ( ); , ; ,FC Y T C Fφ 是逆半群。 
证明：对于 ( ) ( ) ( ), , , , ,s x t y u z FC∈ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )

,

, ,

, ,

, ,

, , , , ,

                                 ,

                                 ,

                                 ,

s t t

st u s t t u

st u s t u t u u

s tu t

s x t y u z st f x y u z

stu f f x y z

stu f f x y z

stu f f

φ

φ φ

φ φ φ φ

= ⋅ ⋅  

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅

  

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

,                                 , ,

                                 , , , ,

u t u u

t u u

x y z

s x tu f y z

s x t y u z

φ φ φ

φ

⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

=   



 

 

于是 FC 为半群。 
若 ,s s Y∈ ，则 ( ) ( ) ( ) ( )2

,, , , ,s s ss s s s s f s s s sφ= ⋅ ⋅ = 。反之，若 ( ),s x 为幂等元，则 

( ) ( ) ( )22
,, , ,s s ss f x x s x s xφ⋅ ⋅ = = ，于是 2

,,  s s ss s f x x xϕ= ⋅ ⋅ = 。由前一等式，可知 , ,  s s sf s x xsφ= = ，再结合

后一等式， 2x xsx x= = ，从而 s x= 。故 ( ) ( ){ }, :E FC s x FC s x Y= ∈ = ∈ 。通常验算，可知 ( )E FC 为半格。 
最后，证明 FC 为正则半群。这可由下面的计算得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1
,

1 1
, ,

1 1
,

, , , , ,

                                         ,

                                         ,

ss s s s

ss s s s s s s s

s s s s s s

s x s x s x s x s s f x x

ss s f x f x x

s s s x x f

φ φ φ

φ φ φ

φ φ

− − −

− − − −

− − −

− − − −

− −

− −

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

  

( )
( )( )

( )
( )

1
1 1 1

1 1 1 1

                                         ,

                                         ,

                                         , ,

s s

x

s s s xx s s x

s s s xx s s s s x

s x

φ −
− − −

− − − −

= ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=

 

为方便记，以下总假设 S 是以 E 为幂等元半格的逆半群， µ 为 S 上的最大幂等元分离同余。记

( ){ }2:D x S x xµ µ= ∈ = 。 
引理 3.2：(1) D 是 S 的以 E 为幂等元集的 Clifford 子半群。 
(2) 对于任意的 e E∈ ， { }:eD s S s eµ= ∈ 是以 e为单位元的 S 的子群。 
(3) e E eD D∈= ∪ 是 D 的半格分解。 
证明：由 Lellament 引理，知正则半群上的所有同态都是幂等元提升的，于是 D 为 µ 的核，即 

( ){ }: , ,D s S s e e Eµ= ∈ ∈ ∈ ，而 E 为半格，从而 D 是以 E 为幂等元集的 S 的子半群。 
令 s D∈ ，则存在 e E∈ ，使得 ( ),s e µ∈ ，于是 ( )1,s e µ− ∈ ，即 1s D− ∈ ，从而 D 为正则半群。 
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因此 D 为逆半群。而 ( ) ( )1 1, ,u u e uu µ− − ∈ ，则 1 1u u e uu− −= = ，进而 D 为群并(union of groups)。 
但可以表示一些子群并的逆半群是 Clifford 半群，故 D 为 Clifford 半群。 
对于 , eu v D∈ ，由于 ( ) ( ), , ,u e v e µ∈ ，有 ( ),uv e µ∈ ，于是 euv D∈ ；类似地， ( ) 1

euv D− ∈ 。由上 
一段的证明，知 ( ) ( )1 1uv uv e uv uv− −= = ，从而 eD 是以 e为单位元的子群。 
注意到，若 ( )fw D f E∈ ∈ ，则 uw efµ ，于是 e f efD D D⊆ 。故 e E eD D∈= ∪ 是 Clifford 半群 D 的半格

分解。 
记U 为 S 关于同余 µ 分类的代表元集。由于 µ 为幂等元分离同余，所以幂等元所在 µ -类仅含一个

元素，故 E U⊆ 。在U 上，定义如下运算： 

aba b Uµ∗ = ∩  

其中 aµ 表示 S 的包含 a 的 µ -类。易知， ( ),U ∗ 为半群，且同构于 S µ ，于是U 是以 E 为幂等元集的基

本逆半群。 
引理 3.3：对于任意的 s S∈ ,存在惟一 ( ),s su d U D∈ × 使得 ,  ,  s s su s d Luµ 且 s ss u d= 。 
证明：据U 的定义，有 su D∈ 使得 ss uµ 。显然， 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1, , , , ,s s s s sss u u u s s s u u s s µ− − − − − − ∈  

据 µ 为幂等元分离同余， 1 1
s sss u u− −= 且 1 1

s su u s s− −= ，于是 1 1
1:

s s
s s u u s s

d s u D D− −
−= ∈ = 。进而 

1 1
s s s ss ss s u u s u d− −= = ⋅ = ⋅  

现假设 ( ),v b U D∈ × 满足 ( ),s su d 的条件。因为 s svb u d= ，所以 ( ) ( )s s sv vb u d uµ µ µ µ= = = ，而U 是

代表元集，于是 sv u= 。注意到， 1 1b b v v− −= 。从而 1 1 1
s s s sb b b b v v b u u d d− − −= ⋅ = ⋅ = = 。这样， ( ),s su d 的惟

一性获证。 
对于 ,s t U∈ ，由引理 3.3，知

( ) ( )1,  st st s t s t
st s t d d D −∗ ∗
= ∗ ⋅ ∈ 。由于 ( ),st s t µ∗ ∈ ，我们知， 

( ) ( ) ( )( )11 ,st st s t s t µ−− ∗ ∗ ∈ ，但 µ 为幂等元分离同余，于是 ( ) ( ) ( )11st st s t s t−− = ∗ ∗ 。规定 

 

另一方面，对于 ex D∈ ，我们有 ( ) ( ) ( ) 1,  xs es e s e x xµ µ µ −= = ∗ = ，再据引理 3.3，有 

( ) ( ) ( )1,xs xs e s e s
xs e s d d D −∗ ∗
= ∗ ⋅ ∈ 。定义 

1: ;   s s es xsD D x x d dψ ψ −→ =  

显然，
( ) ( )1

1
es xs e s e s

d d D −
−

∗ ∗
∈ 。而 Hµ ⊆ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1e s e s es es s es− − −∗ ∗ = =  

这意味着，
( )1 1 1 1s s es s x xs xs xs

x D D Dψ − − − −∈ = = 。 

引理 3.4： sψ 是 D 的自同态。 
证明：注意到，es e sµ ∗ 。我们有 esHe s∗ ，但 ese sLd∗ ，于是 ( ) ( )1 1 1

es es es es eses d e s d d e s d d e s− − −⋅ = ∗ = ∗ = ∗ 。

令 ,  e fx D y D∈ ∈ 。据U 的定义，知 e f ef∗ = ，进而 

( )( ) ( )
( )

1 1

1 1

1 1 1 1

                   

                   .

ef s xy s xy s ys fs ys

fs ys xs fs ys

xs fs ys es xs fs ys

efs d d ef s d xys x f s d x fs d d

f xs d d fe e s d d d

fes d d d efs d d d d

− −
⋅ ⋅ ⋅

− −

− − − −

⋅ = ∗ ⋅ = = ⋅ ∗ ⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ ∗ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅

                 (1) 

( ) stts dgtsDUUG =→× ,,;: 
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而 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1 1 1 1es es fs fs s eess ffs s efs s fe efs efs efs− − −− − − − −= = = ⋅ =  

且
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1

1 1 1,  ef s xy s es xs fs ysefs efs es es fs fs
d d D d d d d D− − −
− − −
⋅ ⋅ ∈ ∈ ，利用等式(1)，我们有 

( )
( ) ( )

11 1

1 1 1

1 1

             

             ,

ef s xy s ef s xy s

es xs fs ys

es xs fs ys

d d efs efs d d

efs efs d d d d

d d d d

−− −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− − −

− −

= ⋅

= ⋅

=

 

即 ( ) s s sxy x yψ ψ ψ= ⋅ 。从而 sψ 为半群同态。 
定义映射 ( ): End ;     sU D sψ ψ→   
引理 3.5：五元组 ( ); , ; ,E U D Gψ 是 FC -系统。 
证明：仅需证明， ( ); , ; ,E U D Gψ 满足条件(I1)~(I5)。令 , , ,  s t u U x D∈ ∈ 。记 ( ) ( )1e s t s t−= ∗ ∗ 。 
据引理 3.4 的证明， 1

eue u d −∗ = ，进而 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )
( )

1

1

                               

                               

                               

                     

tu

tu

tu

tu tus t u

st d

eu d

eu d

s t u d d s t u d stu st u

s t d u s t e u d

s t eu d d

s t u d d

∗

−

−

∗ ∗ = ∗ = =

= ∗ ⋅ ⋅ = ∗ ⋅ ∗ ⋅

= ∗ ⋅ ⋅ ⋅

= ∗ ⋅ ⋅

( )( ) ( )
1          

tueu ds t us t u d d d−
∗= ∗ ∗ ⋅ ⋅ ⋅

 

但 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
1,

tueu ds t u tu s t u s t u s t u
d d d d d D −

−
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

⋅ ⋅ ∈ ，再利用引理 3.3，有 ( ) ( )
1

tutu eu ds t u s t ud d d d d−
∗ ∗= ⋅ ⋅ ，即 

( ), , , ,s t u t u u s t u t ug g g gψ∗ ∗⋅ = ⋅ 。这意味着，(I1)满足。 

现设 fx D∈ ，记 ( ) ( ) ( )1 1
s sh x x fs fsψ ψ− −= = ，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

1
,

1

                        

                        

                        

                        

s t s t f s t x s t

stx s t

st

xs fs xs s

fst x g fst d d

f s t d d

x s t d xst

f t d t fs d d t fs x t

fs h t sd

ψ

ψ

−
∗ ∗ ∗

⋅ ∗

−

⋅ = ⋅

= ⋅ ∗ ⋅ ⋅

= ⋅ ∗ ⋅ =

= ∗ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ ∗ ⋅ ( )

( ) ( )
( )

1                        

                        .

s

s

x t

ht s tx t

s t

fs ht d d fsh t x

fst x

ψ

ψ ψ ψ

ψ ψ

⋅

−
⋅= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅

                  (2) 

但 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1,s t s t st fst st st st fst st st fst fst
x g D D D Dψ − − − − −∗ ⋅

∈ ⊆ =  

且
( ) ( )1 1 1 1s t t ht t s fst fst fst

x D D Dψ ψ − − − −∈ = = ，于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
, ,s t s t s t s t s t s tx g fst fst x g fst fst x xψ ψ ψ ψ ψ ψ− −

∗ ∗= ⋅ = ⋅ =  

即(I2)成立。 
对于 ,p q E∈ ，由定义，有 ( )p q pq E U∗ = ∈ ，显然 ( )( ) ( )pq pq pq p q pq= = ∗ ，再据引理 3.3，我
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们有 pqd pq= ，从而 ,p qg pq= 。我们证明了(I3)。 
注意到， f p fp∗ = 。因为 D 为 Clifford 半群，所以 ( )xp fxpp fpxp f p xp= = = ∗ ，且 fpLxp ，从而

由引理 3.3，知 xpd xp= 。而由(I3)，有 fpd fp= ，进而 1
fpd fp− = 。故 px fpxp xpψ = = ，这样条件(I4)得证。 

最后，由 1 1 1 1 1,  s ss s s s s s s s s s s− − − − −= = ⋅ = ⋅ ，利用引理 3.3，有 1 1
1

ss s s s
d s s d− −

−
⋅ ⋅
= = ，即 1 1

1
, ,ss s s s

g s s g− −
−= = 。

从而完成证明。 
定义 

( ) ( ): ; , ; , ; ,s sS FC E U D G s s u dθ ψ θ→ =  

由引理 3.3，θ是单射。为证明定理 2.2，仅需证明:θ是半群同构。 
引理 3.6：θ是半群同构。 
证明：令 ,s t S∈ ，由引理 3.3， 1 1 1 1,  s s s s t t t tu u d d u u d d− − − −= = ，进而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1

,

                           

                           

                           

s t t t ts t s t s t s t

s t s t s t s t t t

t s s t t s s t t t

t s

u u s u t d du u u u d u d u

u u u u d u d u d d

u u u u u d d u d d

u u

g d d D D D

D

D

D

ψ − − −

− − −

− − − − −

− −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅

⋅ ⋅ ∈

⊆

=

=

( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

1

                           

                           

                           

                           

s t t s s t t t

t t t s s s s t t t

s s t

s t s t

s

u u u u u u u u

u u u u u u u u u u u

u u u u

u u u u

u

D

D

D

D

− − −

− − − − −

− −

−

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

=

=

=
( ) ( )1 ,

t s tu u u−∗ ∗

 

再结合 

( )( )
( )

( )
( ) ( )

1

1

1 1

,

                      

                      

                      ,

s t

s ts s t

t

s t t

s s t t s s s t d u t

s s s t d u td d u

s t s u t

s t u u s u t

st u d u d u d d u d d

u d d u d d d

u u d d

u u g d d

ψ

ψ

−

−

− −

= ⋅ = ⋅ ∗ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

= ∗ ⋅ ⋅

 

利用引理 3.3，有 ( ),,  
s t tst s t st u u s u tu u u d g d dψ= ∗ = ⋅ ，于是 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ),, , , ,
s t tst st s t u u s u t s s t tst u d u u g d d u d u d s tθ ψ θ θ= = ∗ ⋅ = =  

从而θ是半群同态。 
对于 ( ) ( ), ; , ; ,a x FC E U D Gψ∈ ，则 aLx 。由引理 3.3，有 ,  ax axd x u a= = ，进而 ( ) ( ),ax a xθ = ，于是θ

为满射。从而θ为半群同态。 
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