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Abstract 
The algorithm of structural equation model, partial least squares (PLS), has been widely applied to 
solve indefinite equations. But the iterative algorithm may have the problem of non-convergent 
and non-unique. In this paper, we propose an optimized algorithm based on the unit modular 
length constraint of latent variables and the prescription constraint of path coefficients. Simulta-
neously, we prove the convergence of the algorithm and take a set of data to validate the unique-
ness of the solution. 
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摘  要 

结构方程模型的PLS算法已广泛应用于求解不定方程组，但这种迭代算法可能存在着不收敛或者解不唯

一的问题。本文基于对潜变量进行单位模长约束和对路径系数进行配方约束改进原有算法，由此提出一

种收敛且解唯一的优化算法，并证明该算法的收敛性以及利用一组算例对解的唯一性进行说明。 
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1. 引言 

结构方程模型(Structural Equation Modeling, SEM)早期又称做线性结构方程模型或称做工变数结构分

析。SEM 起源于二十世纪二十年代遗传学家 Eswall Wright 发明的路径分析，70 年代开始应用于心理学、

社会学等领域，现在 SEM 技术已广泛运用到众多学科中。而结构方程模型属于不定方程组，目前求解模

型常采用的方法是偏最小二乘法(Partial Least Squares Method, PLS) [1]，一种新型的多元统计数据分析方

法，早在 70 年代 Herman Wold 就在经济学研究中引入偏最小二乘法进行路径分析，创建了非线性迭代偏

最小二乘算法(Nonlinear Iterative Partial Least Squares Algorithm, NIPALS)，至今仍然是 PLS 中最常用和核

心的算法；用最简的方法求得一些绝对不可知的真值，而令误差平方和为最小。PLS 方法在近年来快速

发展，已有学者在改进和发展方面作出了一些努力，但是我们在计算中还是会遇到不收敛，结果不唯一

的情况。本文的工作在于探索结构方程模型，即使本身是不定方程，但可以尝试提出基于潜变量的模长

约束和路径系数的配方约束的优化算法，由此克服传统迭代算法的弊端。 
本文结构如下：第 2 部分介绍结构方程模型及其 PLS 算法；第 3 部分在对潜变量的模长单位化的条

件下，求出 PLS 的最优迭代初值；第 4 部分详细证明最优迭代初值下的 PLS 算法收敛；第 5 部分基于模

长约束的条件下，进一步对模型中的路径系数进行配方约束，使得不定方程求得合理的唯一解。并利用

一个算例进行验证。第 6 部分进行总结。 

2. 结构方程模型及其 PLS 算法 

结构方程模型包含两个变量：潜变量(不能直接测量)和观测变量(能直接测量)；包含两个方程组：结

构方程组(包含潜变量和观测变量)和观测方程组(只包含观测变量)。 
图1中的古建筑火灾风险评估模型是一个典型的结构方程模型，有7个潜变量(一级指标)，其中 1 3ξ ξ

为外生潜变量(自变量)， 1 4~η η 为内生潜变量(因变量)；11 条路径系数，其中 tjγ 表示自变量到因变量之

间的路径关系，见虚线箭头； i jβ 表示因变量之间的路径关系，见实线箭头； ,ij i jx y  (二级指标)为潜变量

所带的观测变量。图 1 中的结构方程表示如下( iηε 是随机误差项)： 

1111 1
1

2222 2
2

331 32 333 3
3

443 41 42 434 4

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0

η

η

η

η

εγη η
ξ

εγη η
ξ

εβ β γη η
ξ

εβ γ γ γη η

       
         
         = + +                               

                  (1) 

事实上，以上结构方程可以用向量和矩阵来进行一般表示。令 ( )T
1, , kξ ξ ξ=  ， ( )T

1, , mη η η=  ，设 
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Figure 1. Ancient building fire risk assessment model 
图 1. 古建筑火灾风险评估模型 

 

ξ 的载荷矩阵为 m k×Γ ，η的载荷矩阵为 m mB × ，残差为 ( )T
1, , mη η ηε ε ε=  ，则(1)可写成： 

B ηη η ξ ε= + Γ +                                     (2) 

若 SEM 中有 k 个自变量和 m 个因变量， t jx 是与 tξ 相关的观测变量， 1, ,t k=  ， ( )1, ,j K t=  。 i jy
是与 iη 相关的观测变量， 1, ,i m=  ， ( )1, ,j L i=  。图 1 中 3k = ， 4m = ， ( ) { }6, 4,3K t ∈ ， ( ) { }4, 4,3,3L i ∈ ，

其中 ( )K t 、 ( )L i 表示潜变量所对应的观测变量个数。图 1 的观测方程可以表示为： 
( )

1

K t

t t j t j t
j

x ξξ ψ ε
=

= +∑ ， 1, ,t k=                                (3) 

( )

1

L i

i i j i j i
j

y ηη ϕ ε
=

= +∑ ， 1, ,i m=                                (4) 

其中 ,t j i jψ ϕ 是汇总系数， ,t iξ ηε ε 是随机误差项。 

记 ( )( )T

1, ,t t tK tx x x=  ， ( )( )T

1, ,i i iL iy y y=  ， ( )( )T

1, ,t t tK tψ ψ ψ=  ， ( )( )T

1, ,i i iL iϕ ϕ ϕ=  ，则(3) (4)可表

示为： 
T

t t t tx ξξ ψ ε= + ， 1, ,t k=                                 (5) 

T
i i i iy ηη ϕ ε= + ， 1, ,i m=                                 (6) 

从逆向来考虑，观测方程组也可写成： 

( ) ( ) ( )

1 1 1t t xt

t

tK t tK t xtK t

x

x

ω ε
ξ

ω ε

     
     

= +     
     
     

  
， 1, ,t k=                           (7) 

( ) ( ) ( )

1 1 1i i y i

i

i L i i L i y i L i

y

y

λ ε
η

λ ε

     
     

= +     
     
     

  
， 1, ,i m=                           (8) 
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记 ( )( )T

1, ,t t t K tω ω ω=  ， ( )( )T

1, ,i i i L iλ λ λ=  ，则观测方程组(7) (8)可表示为： 

t t t x tx ω ξ ε= + ， 1, ,t k=                                  (9) 

i i i y iy λ η ε= + ， 1, ,i m=                                 (10) 

把(2) (5) (6) ((2) (9) (10)合称为结构方程模型。 
对于求解结构方程模型，目前我们通常采用偏最小二乘法(PLS) [2]-[5]。PLS 迭代法是先对(3) (4)中

,t j i jψ ϕ 赋值，利用给定的 ,t j i jx y 的值，代入(3) (4)得到 ,t iξ η 。这样 ,t iξ η 已知，接着求解(2)的最小二乘解，

也就是 ˆˆ ,t j i jγ β ，进一步得到 ˆ ˆ,t iξ η 。 ,t iξ η 与 ,t j i jx y 均给定，代入(3) (4)，得到 ˆ ˆ,t j i jψ ϕ ，就不用再任意赋值。

此时，利用所求的 ˆ ˆ,t j i jψ ω ，又可以进行下一轮的迭代。这里迭代收敛是指上述过程中一切元素的差值在

限定的误差范围内。上述迭代过程可以表示为： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )
000 0 13 4 2 2 3 4ˆ ˆˆ ˆ, , , , ,t j i j t i t j i j t i t j i jψ ϕ ξ η γ β ξ η ψ ϕ→ → → →外生 外生 内生 内生

 

在这里，迭代初值是任意赋值，往往导致 PLS 算法收敛太慢，甚至不收敛，也就是无解。为了克服

这个问题，我们需要找到一个合适的迭代初值以确保迭代算法有解。 

3. 单位模长约束下的最优迭代初值 

以往的 PLS 方法是对(3) (4)任意给出初值进行，而如果对(7) (8)(或者(9) (10))进行计算，在合理的约

束条件下，得到不定方程组的最优代初值是完全可以的[6] [7]。 
下面推导 SEM 在单位模长约束下的最优迭代初值。对于(7)或(9)，假设 tξ 与 xtε 独立， ( ) 0xtE ε = ，

此时有 ( ) ( ) ( ) 0t xt t xtE E Eξ ε ξ ε= = ，对(9)右乘 T
tx 求期望得： 

( ) ( ) ( )T T T T
t t t t t t xt xtE x x E Eω ξ ξ ω ε ε= +                            (11) 

取潜变量为单位向量，即 T 1t tξ ξ = ，则有 

( )T T T
t t t t xt xtx x Eωω ε ε≈ +                                 (12) 

显然， ( )T
xt xtE ε ε 是对角矩阵，且 

( ) ( ) ( )( )T 2 2 2
1 2, , ,xt xt xt xt xt xtK tE Var diagε ε ε σ σ σ= =                        (13) 

(12) (13)联立可得： 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T T 2 2
1 1 1 2 1 1 1 1 2 2

T T T 2 2
2 1 2 2 2 2 1 2 2 2

T T T 2 2
1 2 1 2

t t t t t t xt t t ttK t tK t

t t t t t t t t xt ttK t tK t

t t t ttK t tK t tK t tK t tK t tK t tK t xtK t

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

ω σ ω ω ω ω

ω ω ω σ ω ω

ω ω ω ω ω σ

   +
   

+   
≈   

   
   +   

 

 

       

 

         (14) 

取对角线的元素相等，即： 
T 2 2

tj tj tj xtjx x ω σ= + ， ( )1, ,j K t=                              (15) 

我们首先求 2ˆ xtjσ ，令协方差矩阵 ( )T
xt t tE x x∑ = ，则 Tˆ

xt t tx x∑ = 。进而得到 ˆ
xt∑ 的对角线元素，记为 ˆxtjα 。

根据因子分析，得到： 
2ˆxtj xtjα σ= ， ( )1, ,j K t=                                 (16) 
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将(16)代入(15)就有 
2 T ˆtj tj tj xtjx xω α= − ， ( )1, ,j K t=                              (17) 

求出了 ˆtjω ，再来估计 tξ 。令 ( )T

1 2, , ,t t t tNξ ξ ξ ξ=  ，在(7)中 tξ 的第 p个分量上左乘 T
tω ： 

( )( )
( )

( )

( )

1 1
2 T

1
1

, ,
t p xtK t

t tj tp ttK t
j

tK t p xtK t

x

x

ε
ω ω ω ξ ω

ε=

   
   

= +   
   
   

∑  
                      (18) 

令 ( )( )1 , ,p t p tK t pX x x=  ，而 ˆtjω 中已经包含了 xtε 对 tx 的影响，即(18)可写成 

( )( )
( )

( )1
2

1
1

, ,
t p K t

t tj tptK t
j

tK t p

x

x
ω ω ω ξ

=

 
 

≈ 
 
 

∑ 
                            (19) 

( )
( )

1
1

ˆˆˆ tK tt
tp t p tK t px x

A A

ωωξ = + + ， 1, ,p N=                         (20) 

这里
( )

2

1

K t

tj
j

A ω
=

= ∑ 。类似地可以求出 îjλ 和 îη 。这样就有了所有潜变量的估计值，它是在单位向量约束

下的最小二乘解，也就是偏最小二乘迭代初值，它满足 
( )

1
min

K t

t tj tj
j

xξ ψ
=

− →∑                                  (21) 

上述迭代过程表示为： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
(0)00 07 8 , 1 2 2

114 5 4 5

ˆ ˆˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ, ,

t j i j t i t j i j t i

t j i j t i

x y ξ η ξ η γ β ξ η

ψ ϕ ξ η

= =→ → →

→ →

外生 外生

外生 外生

内生 内生

 

4. 最优迭代初值下的 PLS 收敛 

下面来讨论优化的 PLS 的收敛性。对(2)变形得： 

( )E B η ξ ζ− = Γ +                                   (22) 

在建筑火灾风险评估模型中，矩阵 B 为对角阵且对角线是 0，这样 EB E B= − 也为对角阵，且 1EB = ，

即 1
EB− 存在。就有 

1 1
E E BB B Bη ξ ζ ξ ζ− −

Γ= Γ + = +                               (23) 

其中 1
EB B−

Γ = Γ ， 1
B EBζ ζ−= 。所以如果ξ 、η已知，就可以得到结构方程的最小二乘解。 

(23)将(2)的不定方程组转换成一般的回归分析，便于讨论 PLS 算法的收敛性。但是在这里不能直接

利用(23)，因为 BΓ 未必能符合路径系数(0 元素)的条件。在这里还得根据(1) (2)来考虑 PLS 的收敛。 
对于(8)或(10)，最优迭代初值 îλ 和 îη 是在 1η = 的条件下求出(10)的唯一解。若(23)的解 îη 先经过单

位化再进入(10)迭代，那么其迭代值不变，即迭代收敛。此时已不再是迭代算法，就是一步求出最小二乘

解的普通回归分析。 
若(23)的解不经过单位化直接进入(10)迭代，有 ˆ 1i iη η≤ = 。而(23)的第 i 个分量可展开成： 
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( )

1

B i

i ij j Bi
j

Bη ξ ζΓ
=

= +∑ ， 1, ,i m=                               (24) 

其最小二乘意义是 

( )

1
min

B i

i i j j
j

Bη ξΓ
=

− →∑ ， 1, ,i m=                             (25) 

将(3) (4)在最小二乘意义下的扩展式代入，此时最小二乘意义是 

( ) ( )( )

1 1
min

L i K jB i

ij ij i j jk jk
j j k

y B xφ ψΓ
= =

− →∑ ∑ ∑                            (26) 

如果 PLS 算法不经过(8)而直接进入(4)，则系数 ijφ 无约束，由此我们得到
( )

1

L i

ij ij
j

yφ
=
∑ 表示由向量 ijy 张成

的子空间，
( )( )

1

B i K j

i j jk jk
j k

B xψΓ
=
∑ ∑ 表示由向量 jkx 张成的子空间。求两个线性子空间的距离，0 解是合理的。而 

最小二乘的本质是向量到子空间的投影，(26)表示两个无约束的子空间的交互投影，此时会无限收敛于 0
解，因而对任何参数误差控制都能够在这一迭代过程中满足，所以改进的 PLS 收敛。 

5. 配方约束下的优化算法的解唯一 

若(7)的一组解为 tjω 和 tξ ，显然 tjcω 和 tcξ  ( c 为非 0 常数)同样是(7)的一组解。说明改变变量的模长

不影响方程的解，于是假定 1tξ = ，就得到单位模长约束的最小二乘解。考虑到不定方程的解不唯一，

如果进一步加入合理的约束条件，就能得到方程的唯一解。 
事实上，在求出模长约束最小二乘解后，改变(3)中潜变量的模长，再进行配方约束[8] [9]，也就是

使观测变量到结构变量的汇总系数 tjψ 非负且其和为 1。即： 

( )
1 1K t

t jj ψ
=

=∑ ， 0t jψ ≥ ， 1, ,t k=                             (27) 

具体运算如下：由第 3 节可知 

( )
( )

1
1

ˆˆˆ tK tt
t t tK tx x

A A

ωωξ = + + ，
( )

2

1

K t

tj
j

A ω
=

= ∑ ， 1, ,t k=                      (28) 

对照(3)，此时汇总系数
ˆtj

tj A
ω

ψ = ，此时并不满足配方条件，由于(3)中的潜变量的模长可以任意改变，

我们可以在(3)两边同除以
( )

1

ˆK t
tj

j
Q

A
ω

=

= ∑ ，则新汇总系数
ˆ

ˆ tj
tj AQ

ω
ψ = ，即满足了配方条件。也就求出： 

( )
( )

1
1

ˆˆˆ tK tt
t t tK tx x

AQ AQ

ωωξ = + + ，
( )

2

1

K t

tj
j

A ω
=

= ∑ ，
( )

1

ˆK t
tj

j
Q

A
ω

=

= ∑ ， 1, ,t k=                (29) 

类似的，在(4)中求 îjφ 和 îη 。将 t̂ξ 和 îη 代入(2)就有矩阵 Γ̂和 Β̂。以上就求解出 SEM 的唯一解。 
下面通过一个算例来验证改进算法的唯一性。第 2 节的建筑火灾风险评估模型，样本行数取为 10； 

6，4，3，4，4，3，3 表示 7 个潜变量对应的观测变量个数，这样样本列数为 27。模型中 1 3ξ ξ 是自变

量，是基本变量，对其它变量都起作用；因变量为 1 4η η ，其中 4η 是隐含的效标变量，在本模型中也是

汇总的风险评估指标。原始数据如表 1。 
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从结构方程模型的分析结果不仅可以看到建筑火灾风险中各个隐含变量(潜变量)对应的汇总系数(见
表 2)，而且可以看到各个隐含变量之间的相互影响系数(见表 3)；例如在古建筑火灾风险评估中，我们可

以轻易的找到对各个隐含变量影响最大的观测变量：对火灾发生人为因素影响最大的是第 6 个问题

(0.1743)，对火灾发生物质因素影响最大的是第 1 个问题(0.2700)，对火灾发生环境因素影响最大的是第 2
个问题(0.3445)，对扑火人员能力状态影响最大的是第 4 个问题(0.2612)，对扑火设备能力状态影响因素

最大的是第 3 个问题(0.2637)，对火灾扩散危险程度影响最大的是第 2 个问题(0.3480)；在隐含变量之间，

我们可以看到，扑火设备能力状况对火灾损失严重程度影响相当大(0.8992)，其次是火灾发生物质因素

(−0.4877)和火灾发生环境因素(0.3828)。同时，采用运用本文提出的优化算法，隐含变量的估计值(见表 4)
不会出现负值，否则也不符合实际情况。其实我们还可以得到更多更深入的分析成果，有利于我们发现

问题，改进工作。 
 
Table 1. Original data 
表 1. 原始数据 

1ξ
 

2ξ
 

3ξ
 

1η
 

2η
 

3η
 

4η
 

5 4 5 5 3 5 5 1 5 4 5 5 4 5 5 5 5 4 5 5 4 5 5 5 5 5 5 

5 5 5 5 5 5 4 4 5 5 4 4 4 5 4 5 5 5 4 4 4 4 5 5 5 5 4 

5 5 5 5 4 5 5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 4 3 4 4 

4 4 3 4 4 4 2 3 5 4 4 4 3 4 3 4 2 3 2 4 3 4 5 4 2 4 3 

3 3 2 2 2 4 4 3 5 5 5 4 5 4 5 4 5 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 

5 4 5 5 5 5 5 5 5 4 5 5 5 4 5 5 5 5 5 5 5 4 4 3 5 5 5 

4 4 5 4 5 5 5 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 4 5 4 1 1 4 3 4 5 5 

4 4 4 4 4 4 4 4 3 4 4 4 3 4 5 5 5 4 3 4 3 4 3 2 2 4 2 

3 3 4 4 4 3 5 2 2 1 1 3 2 3 3 3 5 5 4 5 5 5 5 5 5 5 5 

5 5 5 5 5 5 5 5 5 4 4 5 5 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 4 4 5 5 

 
Table 2. Prescription constraint of summary coefficients 
表 2. 配方约束下的汇总系数 

j  1 2 3 4  5 6 汇总系数和 

1 jψ  0.1675 0.1594 0.1692 0.1683 0.1612 0.1743 1 

2 jψ  0.2700 0.2223 0.2652 0.2425   1 

3 jψ  0.3287 0.3445 0.3268    1 

1 jφ  0.2363 0.2491 0.2534 0.2612   1 

2 jφ  0.2532 0.2450 0.2637 0.2380   1 

3 jφ  0.3311 0.3480 0.3209    1 

4 jφ  0.3134 0.3548 0.3318    1 
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Table 3. Path coefficient of latent variables 
表 3. 潜变量的路径系数 

( )ijB β  ( )tjγΓ  

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0175 0.0000 0.0000 

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0200 0.0000 

−0.2110 1.1615 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0423 

0.1887 0.8992 0.0996 0.0000 −0.0650 −0.4877 0.3825 

 
Table 4. Estimates of latent variables 
表 4. 潜变量的估计值 

1̂ξ
 

2̂ξ
 

3̂ξ
 

1̂η
 

2η̂
 

3η̂
 

4η̂
 

4.5182 3.8682 4.6732 5.0000 4.5088 5.0000 5.0000 

5.0000 4.5077 4.0000 4.7509 4.2532 4.6689 4.6682 

4.8388 4.2700 4.0000 4.0000 4.0000 3.6520 3.6866 

3.8308 3.5030 3.6732 3.2285 3.0187 4.3480 3.0414 

2.6756 4.2854 4.6555 4.5103 4.5017 5.0000 5.0000 

4.8406 4.7575 5.0000 4.7637 5.0000 3.6791 5.0000 

4.5048 4.2700 4.6713 5.0000 3.5310 2.6859 4.6866 

4.0000 3.7348 3.6732 4.7637 3.5169 3.0102 2.7096 

3.4988 2.5674 2.0159 3.5225 4.7550 5.0000 5.0000 

5.0000 4.7575 4.6713 4.7637 5.0000 4.6791 4.6866 

6. 总结 

本文主要提出了一种收敛且解唯一的算法。首先，在潜变量为单位模长的条件下，求出 SEM 的模长

约束最小二乘解，也是 PLS 的最优迭代初值，由此使 PLS 算法收敛。另外，在模长约束最小二乘解的基

础上进一步改变其模长，使观测方程组的汇总系数满足配方约束(所有汇总系数非负且其和为 1)，进而对

结构方程组直接求解，从而得到 SEM 的唯一解。本文的优化算法，优点在于回避了传统迭代算法不收敛

和不唯一的问题，大大提高计算的收敛速度，同时确保计算的唯一性。 
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