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Abstract 

Basing on the quantum group ( )2qU sl , we define a quantum deformed algebra ( )( )q nU f K K,  in 

this paper. Moreover, we construct its equitable presentation. 
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摘  要 

对量子群 ( )2qU sl 进行推广，构造了一类量子形变代数 ( )( )q nU f K K, ，并对它的等价表示进行了研究。 
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1. 引言 

Hopf 代数和量子群在几何和物理学中有广泛应用，而有限维单李代数 2sl 的量子包络代数 ( )2qU sl 是

一类特殊的 Hopf 代数，是研究一般量子代数的基础。继文[1]对 ( )2qU sl 的等价表示进行研究之后，已有

不少学者[2]-[5]对 ( )2qU sl 进行了推广。文[2]引进了量子代数 ( )( )qU f K ，并对其一些相关理论进行了研

究。2000 年，王顶国等[3]研究了量子群 ( )( )qU f K 的 Hopf 代数结构和有限维表示，并进一步得到量子

群 ( )( ),qU f K H 的有限维表示[4]。2008 年，潘艳[5]对量子群 ( )( )qU f K 的等价表示进行了研究。基于以

上研究方法，可将量子包络代数 ( )2qU sl 再次推广，构造量子代数 ( )( )q nU f K K, ，并讨论其等价表示。 

2. ( )( ),q nU f K K 的定义及等价表示 
设为复数域， q 不是单位根， n 是一个正整数。文[6]对有限维半单李代数 g ，定义了一类弱量子

代数 ( )qwU g ，并构造了其弱 Hopf 代数结构。当 2g sl= 时，可类似地定义一类弱量子代数 ( )( )q nU f K K, 。 

定义 1  设 n 是一个正整数，代数 ( )( )q nU f K K, 是由生成子 ,K K J E F, , , 生成，并满足以下关系式： 

J KK KK= = ， JK JK K= = ， JK KJ K= = ，                        (1) 
2KE q EK= ， 2EK q KE= ，                              (2) 

2KF q FK−= ， 2FK q KF−= ，                             (3) 

( )nEF FE f K K− = , ，其中 ( )
n n

n n n

K Kf K K
q q−

−
=

−
, 。                     (4) 

当 n 是一个正偶数时， ( )qwU g 是一个弱 Hopf 代数[6]，故 ( )( )q nU f K K, 在对应双代数结构下也构

成一个弱 Hopf 代数。需要说明的是，当 =1J 时， ( )( )q nU f K K, 同构于 ( )( )qU f K 。为了不失一般性，下

文假设 1J ≠ ，即 K K, 都不可逆。 

类似于文[6]的定理 2.2，由定义 1 易证得性质 1 成立。 

性质 1  在代数 ( )( )q nU f K K, 中， 2J J= 且 xJ Jx x= = 对 ( )( )q nx U f K K∀ ∈ , 都成立。 

定义 2  − 代数 ( )2nA sl 是由 X X J Y Z, , , , 生成的，且满足以下关系式： 

J XX XX= = ， JX XJ X= = ， JX XJ X= = ，                      (5) 
n n

n n

q YZ q ZY J
q q

−

−

−
=

−
，                                  (6) 

1

1
nqZX q XZ XX

q q

−

−

−
=

−
，

1
1

1
nqXZ q ZX X

q q

−
−

−

−
=

−
，                       (7) 

1

1
nqXY q YX XX

q q

−

−

−
=

−
，

1

1

qXY q YX J
q q

−

−

−
=

−
。                         (8) 
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由定义 2 可得到以下性质 2。 
性质 2 在代数 ( )2nA sl 中， 2J J= ，且 Jx xJ x= = 对 ( )2nx A sl∀ ∈ 都成立。 
引理 1 在代数 ( )2nA sl 中，如下关系式成立： 

( )2 21n n n nX Z q J q ZX= − + ， ( )2 21n n n nX Z q J q ZX− −= − + ，                 (9) 

( )2 21n n n nYX q J q X Y= − + ， ( )2 21n n n nX Y q J q YX= − + 。                 (10) 

证 由等式
1

1
nqZX q XZ XX

q q

−

−

−
=

−
可得 ( )2 21nXZ XX q q ZX= − + ，等式两边同时左乘 X 得， 

( ) ( )2 2 2 2 2 4 4 21 1n nX Z X X q q XZX X X q q ZX− − − −= − + = − + ， 

如此继续可得， 

( ) ( )2 2 2 21 1n n n n n n n n n nX Z q X X q ZX q J q ZX= − + = − + 。 

由性质 2 可知 nJ J= ，故 ( )2 21n n n nX Z q J q ZX= − + 。 

由
1

1
1

nqXZ q ZX X
q q

−
−

−

−
=

−
可得 ( )1 2 21nXZ X q q ZX− − −= − + ，等式两边同时左乘 X 得， 

( ) ( )2 1 2 2 1 4 4 21 1n nX Z XX q q XZX XX q q ZX− − − − − −= − + = − + ， 

如此继续可得， 

( ) ( )2 2 2 21 1n n n n n n n n nX Z q X X q ZX q J q ZX− − − −= − + = − + ， 

则等式(9)得证。同理，由等式(8)可证等式(10)成立。 

定理 1  ( )( ) ( )2,q n nU f K K A sl≅ ，其中同构映射 ( )( ) ( )1 2,q n nU f K K A slϕ →: 满足 

( )1 K Xϕ = ， ( )1 K Xϕ = ， ( )1 J Jϕ = ， 

( )
( )

1

n n

n n

J X Z q
E

q q
ϕ

−

−

−
=

−
， ( )1

n

n n

Y XF
q q

ϕ −

−
=

−
。 

1ϕ 的逆映射 ( ) ( )( )2 2: ,n q nA sl U f K Kϕ → 满足 

( )2 X Kϕ = ， ( )2 X Kϕ = ， ( )2 J Jϕ = ， 

( ) ( )2
n n nY K JF q qϕ −= + − ， ( ) ( )2

2 1n n nZ K K E qϕ = − − 。 

证 先证明 1ϕ 为代数同态映射，即要证 1ϕ 保持 ( )( )q nU f K K, 定义中的关系式。 

由性质 2 可知 nJ J= ，由(7)可知 ( )2 21nXZ XX q q ZX= − + ，于是 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1

12 2

12

2
1

1

n n n n

n n n n n n

n n n n

KE XJ X XZ q q q

XJ X XX q q X ZX q q q

q J X Z Xq q q

q EK

ϕ

ϕ

−− −

−− −

−− −

= − −

= − − − −

= − −

=
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同理可证 ( ) ( )2
1 1EK q KEϕ ϕ= ， ( ) ( )2

1 1KF q FKϕ ϕ −= ， ( ) ( )2
1 1FK q KFϕ ϕ −= 。 

下证 1ϕ 保持等式(4)成立，由(6)式得 ( )2 21n nZY q YZ q J= + − ，由引理 1 得 ( )2 21n n n nYX q J q X Y= − + ，

故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

2

1

2

1

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n

n n n n

EF FE J X Z Y X Y X J X Z q q q

X ZY X ZX YX Z JZ q q q

X X K K
q q q q

ϕ

ϕ

−− −

−− −

−

− −

− = − − − − − −

= − + + − −

 − −
= =  − − 

， 

因此 1ϕ 是 ( )( )q nU f K K, 到 ( )2nA sl 的 C-代数满同态。下证 1ϕ 与 2ϕ 是互逆映射。 

( ) ( )1 2 1X K Xϕ ϕ ϕ= = ， ( ) ( )1 2 1X K Xϕ ϕ ϕ= = ， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1

1 2 1
n n n n n n n n nY K JF q q X Y X q q q qϕ ϕ ϕ

−− − −= + − = + − − − =Y ， 

由 ZJ JZ Z= = 可知， 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2
1 2 1

1

1n n n

n n n n n n n n n

Z K K E q

X X J X Z q q q q q q Z

ϕ ϕ ϕ
−− − −

= − −

= − − − − =
。 

反之，由 EJ JE E= = 及 FJ JF F= = 可知， 

( ) ( )2 1 2K X Kϕ ϕ ϕ= = ， ( ) ( )2 1 2K X Kϕ ϕ ϕ= = ， 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1

2 1 2

12 1

n n n n

n n n n n n n

E J X Z q q q

J K K K E q q q q

ϕ ϕ ϕ
−− −

−− −

= − −

= − − − −
 

( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

1

2 1 2

1

n n n n

n n n n n n

F Y X q q q

K JF q q K q q F

ϕ ϕ ϕ
−− −

−− −

= − −

= + − − − =
， 

因此 1ϕ 是 ( )( )q nU f K K, 到 ( )2nA sl 的同构映射，于是代数 ( )( ) ( )2q n nU f K K A sl≅, 。 

定理 1 中的代数 ( )2nA sl 可称为 ( )( )q nU f K K, 的等价表示，其中 X X J Y Z, , , , 为 ( )( )q nU f K K, 的等

价生成子。 
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