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Abstract 
In this paper, by using the Schauder fixed point theorem and Banach fixed point theorem, also the 
related properties of the compact convex subset, the existence, uniqueness; stability and retention 
property of the C1 invariant curves of Lyness type difference equations are researched.  
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程的C1不变曲线的存在性、唯一性、稳定性及保向性。  
 
关键词 

Lyness型差分方程，不变曲线，存在性，唯一性，稳定性，保向性  

 
 

1. 引言 

许多物理、力学、生物以及天文学的数学模型都是离散的迭代过程描述的，动力系统的许多问题都

可以化为泛函方程，它具有广泛的现实意义和应用背景，一直受到科学家们的广泛关注。20 世纪以来，

众多学者已研究若干迭代函数方程的不变曲线问题，比如 Wagner，Nabeya，Dhombres 在研究某类不变

曲线问题时，最终归结到讨论方程 

( ) ( ) ( )2 1f x af x a x= + −  

的解。近年来，C. T. Ng 和张伟年[1]用迭代方程的方法研究了一类二阶具有逐段常数的变时滞泛函微分

方程 

( ) [ ]( ) 0, ,x t g t t R x R′′ + = ∈ ∈  

的不变曲线问题。1999 年，李继彬等[2]研究了推广的 Lyness 方程的不变曲线问题，2001 年，贺天兰[3]
研究了一类差分方程的不变曲线分枝，2012 年，陈华春等[4]研究了一类非线性差分方程的不变曲线。 

本文将在他们的基础上，利用嵌入流的相关知识定性研究 Lyness 型差分方程 

( )
( )

1
2

1

n n
n

n n

g x x
x

d x x
+

+
+

+
=

+
                              (1.1) 

的 1C 不变曲线问题，将该差分方程连续化，考虑对应的二阶非线性迭代泛函方程 

( ) ( ) ( )
( )( )

2 g x f x
f x

d f x x
+

=
+

                              (1.2) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]2 0, , , , , , , 0.f x f f x g x C I x I I a b a b d= ∈ ∈ = >为非负数  

然后利用 Schauder 不动点定理、Banach 不动点定理及紧凸子集的相关性质获得了该差分方程存在唯

一的 1C 不变曲线 ( ):L y f x= 的相关条件，并给出了其保向性，进而实例给予验证。 

2. 预备知识 

本文所涉及的相关的定义以及引理： 
定义 2.1 [4]：设实平面上的变换 T： 

( ) ( ), , ,x f x y y g x y= =  

或 

( ) ( ) ( )( ), , , , .x y f x y g x y→  

而若曲线 ( ):L y xϕ= 经T 变为另一曲线 ( ):L y xψ= 就记为 [ ]Tψ ϕ= 。 
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若 L 经T 变到自身，即 [ ]T ϕ ϕ= ，则称 L 是T 的不变曲线，此时，也有 ( )y xϕ= ，从而得到迭代函

数方程 

( )( ) ( )( ), , .f x x g x xϕ ϕ ϕ  =   

这称为不变曲线的方程。 
定义 2.2 [5]：Banach 不动点定理（压缩映射原理）设 ( ),X d 是完备距离空间， :T X X→ 是理压缩

映射，则T 有唯一不动点，即存在唯一的 x X∗ ∈ 使得Tx x∗ ∗= 。 
定义 2.3 [5]：Schauder 不动点定理:设 X 是巴拿赫空间中的紧凸集，那么 X 到自身的每个连续映射都

至少有一个不动点。 
记 ( ) { }0 , : ,C I R f R R f= → 是连续的 ， 显 然 ( )( )0

0 , , CC I R ⋅ 是 一 个 Banach 空 间 ， 其 中 对

( )0 ,f C I R∀ ∈ ， ( )0 maxc x I
f f x

∈
= ，且 ( ) ( )1 sup sup

x I x I
x xϕ ϕ ϕ

∈ ∈
′= +： 。 

又记 ( ) { }1 , : ,C I I f I I f= → 是连续可微的 ，易见 ( )( )0
1 , , CC I I ⋅ 是完备的 Banach 空间，其中对

( )1 ,f C I I∀ ∈ ， ( )1 maxc x I
f f x

∈
= 。 

定义 2.4 [1]：如果存在自然数 p，使得 ( )pf x x= ，则称 x 为 f 的周期点。满足这一关系的最小自然

数 P 称为 x 的周期，这时 

( ) ( ), , 1, 2, , 1p kf x x f x x k p= = ∀ = −  

直接称 x 为 p-周期点。特别地，当 1p = 时， ( )f x x= ，称 x 为 f 的不动点。 

引理 2.1：假设 ( ) ( )1 ,x C I Iϕ ∈ 并且 ( )( ) ,x M x Iϕ ′ ≤ ∀ ∈  

( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,x x K x x x x Iϕ ϕ′ ′− ≤ − ∀ ∈  

其中 M 和 K 是正数，则对 1 2,x x I∀ ∈ ，则有 
(i) ( ) ( )1 2 1 2x x M x xϕ ϕ− ≤ −  

(ii) ( ) ( )2 2 2
1 2 1 2x x M K x xϕ ϕ− ≤ −  

(iii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00
2 2
1 2 1 21

CC
x x M x xϕ ϕ ϕ ϕ− ≤ + −  

(iv) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
2 2
1 2 1 2 1 1 2 21

C C
x x MK x x M x xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′− ≤ − + + −  

证明参考文献[6]。 
引理 2.2：在引理 2.1 的条件下，还有 

(i) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2
1 2 1 2x x M K MK x xϕ ϕ′ ′− ≤ + −  

(ii) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 2 1 2x x x x x M x x xϕ ϕ ϕ− ≤ + −  
(iii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2x x x x M K x M x x xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− ≤ + −  

(iv) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2x x x x M K MK x M x xϕ ϕ′ ′− ≤ + + −  

(v) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2x x x x x x M K x x x x K x x x xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′− ≤ + + −  

证明：在引理 2.1 的条件下，有 
对 1 2,x x I∀ ∈ ，由条件，得 
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(i) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 2 1 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

MK x x M x x M K MK x x

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

′ ′ ′ ′ ′ ′− = −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + −

 ′ ′ ′ ′ ′ ′≤ − + −   

′ ′≤ − + − ≤ + −

 

(ii) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

x x x M x x x x M x x x

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− = − + −

≤ − + −

≤ − + − = + −

 

(iii) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2
1 1 2 2 1 2

2 2
1 2 1 2

x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

M K x x x M x x x

M K x M x x x

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−

= − + −

≤ − + −

≤ − + −

= + −

 

(iv) 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )( )

2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2
1 1 2 1 2

2 2
1 1 2

x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

M K MK x x x M x x

M K MK x M x x

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

′ ′−

′ ′ ′ ′= − + −

′ ′ ′≤ − + −

≤ + − + −

= + + −

 

(v) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2

2 2 2
1 1 1 2 2 2 2 1 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2

2
1 1

x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x K x x x x

M K x x

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

′ ′−

′ ′ ′ ′= − + −

′ ′ ′≤ − + −

′ ′ ′= − + − + −

′ ′≤ − + − + −

′≤ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

1 2 1 2 1 2 2 2 1 2

2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2

x x x x x x K x x x x

M K x x x x K x x x x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

′− + − + −

′ ′= + + −

 

3. 主要结果 

记 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
1 2 1 2 1 2, , : , , , ,i i i iM K C I I x M x I x x K x x x x Iϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′Φ = ∈ ≤ ∀ ∈ − ≤ − ∀ ∈  

任取 ( )1 1,g M K∈Φ ， ( )2 2,f M K∈Φ 。
 

定理 3.1 (存在性)若存在正的常数 1 1 2 2, , ,M K M K 满足 

(E1) 
( ) ( )( )

2
2 1 2 2

2 2 1 22
2

1
0 , 1

( 1)

M b M
d b M d b b M b M M

M b

− −
< ≤ − + + + + ≤

+  
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(E2) 
( )

( )
2 2 3 3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

0 ,
K b bM K bM K M M M K M bK M K M K

d
b M K M K M M K

− + + + + + + + + −
< ≤

+ + +  

( ) ( )2 2 2 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 1 2

bd M K M K dM b M K M K bM bM bM K

bM b K dM K bM K bM K K

 + + + + + + +
+ + + + + + ≤

 

则方程 ( ) ( ) ( )
( )( )

2 g x f x
f x

d f x x
+

=
+

有解 ( )2 2,f M K∈Φ 。
 

证明：构造算子 ( ) ( )1
2 2: , ,T M K C I IΦ →

 
( ) ( ) ( )( ) ( )2Tf x f x d f x x g x= + −  

且 ( )2 2,f M K∈Φ ， ( )Tf x 是连续可微的。
 

接下来分三步进行证明： 
(1) 算子T 是自同胚的 
对 1 2,x x I∀ ∈ ，有： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2
2 2 1 2 2 1

d
d

1

Tf x f x d f x x f x f x x d f x g x
x

f x d f x x f x f x x d f x f x g x

f f x f x d f x x f x f x x d f x f x g x

M d b b M b b d b M M d b b M b M

′ ′ ′= + + + + −  

′ ′ ′≤ + + + + +

′ ′ ′ ′= + + + + +

≤ + + + + + = + + + +

 

由(E1)得 ( )( ) 2
d
d

Tf x M
x

≤  

又 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2

2 2
2 2 2 2 1

2
1

d d
d d

Tf x Tf x
x x

f x d f x x f x f x x d f x g x

f x d f x x f x f x x d f x g x

dx f x x f x f x dx f x x f x f x

x f x f x df x f x f x x f x f x

df x f x f x g x g x

d x f

−

′ ′ ′= + + + + −  

′ ′ ′− + − + + +  

′ ′ ′≤ + − −

′ ′+ + + −

′ ′− − + −

≤ ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 1 1 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2

2 2
1 1 2 2 2 1

x x f x

x f x f x x f x f x x f x f x x f x f x

x f x f x x f x f x d f x f x

f x f x f x f x g x g x

′ ′−

′ ′ ′ ′+ − + −

′ ′+ − + −

′ ′+ − + −  
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( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )
( )

2 2
2 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2
1 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2
2 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2

2 2 2
2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1 1 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2

2 3
2 2 1 2

d M K M K x M x x

x f x f x f x f x x f x x f x

M K x f x f x f x K x f x x x

M K d x x M K f x M f x x x K x x

bd M K M K dM x x b M K M K x x

bM bM x x

 ≤ + + − 

 ′ ′ ′+ − + −  

′ ′+ + + −

+ − + + − + −

≤ + + − + + −

+ + − + ( )
( )

( ) ( )
( )

3 2
2 2 2 2 1 2

2 2
2 2 1 2 2 2 2 1 2 1 1 2

2 2 2 2 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2

2 1 2

1

bM K bM b K x x

M K d x x bM K bM x x K x x

db M K M K dM b M K M K bM bM

bM K bM b K dM K M b M K K x x

K x x

+ + −

+ − + + − + −

= + + + + + +

+ + + + + + + −

≤ −

 

由(E2)得
( )( ) ( )( )1 2

2 1 2
1 2

d d
d d

Tf x Tf x
K x x

x x
− ≤ − 。 

由上可知算子 ( ) ( )1
2 2: , ,T M K C I IΦ → 是一个自同胚映射。 

(2) T 在范数 1C⋅ 下是连续的 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) }
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

00

00

0

1 2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2

2 1 2

max

max

max

1

C

x I

x I

x I

CC

CC

C

Tf Tf

f x d f x x g x f x d f x x g x

f x d f x x f x d f x x

f x d f x x f x d f x x f x d f x x f x d f x x

x d f x f x f x xf x f x f x

b d b f x f x b f x f x

b d b M f x f x

∈

∈

∈

−

= + − − + +

= + − +

= + − + + + − +

= + − + −

≤ + − + −

≤ + + − ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

0

2
1 2

2
2 1 21

C

C

b f x f x

b d b M b f x f x

+ −

= + + + −  

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0

0

0

0 0

1 2
1 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

d d
d d C

C

C

C C

Tf Tf
x x

f x d f x x f x f x x f x d f x

f x d f x x f x f x x f x d f x

f x d f x x f x d f x x

f x f x x f x f x x f x d f x f x d f x

−

′ ′= + + + +

′ ′− + − − +

′ ′≤ + − +

′ ′+ − + + − +
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

0

0

0 0

0 0

0

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 2 1 2

2 2 2
1 1 2 2 1 2

2 2
1 1 2

C

C

C C

C C

C

f x d f x x f x d f x x f x d f x x f x d f x x

f x f x x f x f x x f x f x x f x f x x

f x f x f x f x f x f x f x f x df x df x

x f x f x f x x d f x f x f x

xf x f x f x

′ ′ ′ ′= + − + + + − +

′ ′ ′ ′+ − + −

+ − + − + −

 ′ ′ ′≤ − + + −  

′+ − + ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

00 0

0
0

00

00 0

0 0

2
2 1 2

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2
2 1 2 1 2

2 2 2
2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2
2 1 2 2 2 1 2

( )

C

CC C

C
C

CC

CC C

C C

xf x f x f x

f x f x f x f x f x f x d f x f x

M b f x f x b d b f x f x

M b f x f x b f x f x

b f x f x b f x f x d f x f x

M b f x f x b d b M K f x f x

b d

′ ′−

+ − + − + −

 ′ ′≤ − + + −  

′ ′+ − + −

+ − + − + −

≤ − + + −

+ +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0 0

0

0

2 1 2 2 2 1 2

2
1 2 1 2

2 1 2 2 1 2

2
2 2 2 2 2 2 2 1 2

2
2 1 2

1 1

1 1

1 1 1

1

C C

C C

C C

C

C

b M f x f x M b M f x f x

b f x f x b f x f x

b M f x f x d M f x f x

M b b d b M K M b M b b M d M f x f x

b d b M b f x f x

′ ′+ − + + −

′ ′+ − + −

+ + − + + −

 = + + + + + + + + + − 
  ′ ′+ + + + − 

 

即 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 0
0

0

0 0

0

1 2 1 2 1 2

2 2
2 1 2 2 2 2 2 2

2
2 2 1 2 2 1 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 1 2

2
2 1

1 1

1 1 1

1

1 1 1

1

C C
C

C

C C

C

Tf Tf Tf Tf Tf Tf

b d b M b f x f x M b b d b M K M b M

b b M d M f x f x b d b M b f x f x

b d b M b M b b d b M K

bM M b b M d M f x f x

b d b M b f

′ ′− = − + −

≤ + + + − + + + + +
′ ′+ + + + + − + + + + −

= + + + + + +
+ + + + + + + −

′+ + + + ( ) ( ) 02 C
x f x′−

 

令 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2

1 1 1 1

1

b d b M b M b b d b M K bM M b b M d M

b d b M b

γ γ= + + + + + + + + + + + + +

= + + +
 

取 { }1 2max ,γ γ γ= ，那么就有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0 0 0
0

0 0 1

1 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2

C

C C C
C

C C C

Tf Tf

Tf Tf Tf Tf f x f x f x f x

f x f x f x f x f x f x

γ γ

γ γ γ

−

′ ′ ′ ′= − + − ≤ − + −

′ ′≤ − + − = −

      (3.11) 
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由上证得算子T 在范数 1C⋅ 下是连续的。 

(3) 类似于文献[6]， ( )2 2,M KΦ 是 ( )1 ,C I I 一个紧凸子集。 
综上，由 Schauder 不动点定理可知，存在一个函数满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2f x Tf x f x d f x x g x= = + −  

因为 ( )g x 是非线性的，所以解 ( )f x 也是非线性的，则T 在 ( )1 ,C I I 上有不变曲面。 

亦则差分方程
( )

( )( )
1

2
n n

n
g x x

x
d f x x

+
+

+
=

+
存在不变曲线。

 

定理 3.2 (唯一性)若定理 3.1 条件(E1)和(E2)满足， ( )1 1,g M K∀ ∈Φ ，同时满足以下条件 
(E3)： 1γ <

 
则方程 ( )( ) ( ) ( )

( )( )
g x f x

f f x
d f x x

+
=

+
的解 ( )2 2,f M K∈Φ 唯一的。 

证明：由(3.11)可知 ( ) ( )1 11 2 1 2C C
Tf Tf f x f xγ λ λ− ≤ − ，且有 1γ < ，则T 是 ( )2 2,M KΦ 上的一个压缩

映射，又因为 ( )2 2,M KΦ 是 Banach 空间 ( )1 ,C I I 的一个闭子集，由 Banach 不动点定理可知，

( ) ( ) ( )
( )( )

2 g x f x
f x

d f x x
+

=
+

在 ( )2 2,M KΦ 内必有唯一的不动点 ( )f x ，则不变曲线是唯一的，亦则差分方程

( )
( )

1
2

1

n n
n

n n

g x x
x

d x x
+

+
+

+
=

+
存在唯一的不变曲线。 

定理 3.3 (稳定性)设定理 3.2 中的条件成立，则在 ( )2 2,M KΦ 中方程(1.2)的解是连续依赖给定的函数

( )1 1,g M K∈Φ 。 
证明：对于 ( )1 2 1 1, ,g g M K∀ ∈Φ ，由定理 3.1 及定理 3.2 可以分别得出存在唯一的函数

( )1 2 2 2, ,f f M K∈Φ ，证明使得 ( ) ( ) , 1, 2i if x Tf x i= = 。 
有 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 0
0

1 2 1 2 1 2

2 2
1 1 1 2 2 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
1 1 2 1 2 1

sup

sup

sup

C C
C

x I

x I

x I

f f Tf Tf Tf Tf

f x d f x x g x f x d f x x g x

f x d f x x f x f x x f x d f x g x

f x d f x x f x f x x f x d f x g x

f x d f x x f x d f x x f x d f x x f

∈

∈

∈

′ ′− = − + −

= + − − + +

 ′ ′ ′+ + + + + −


  ′ ′ ′− + + + + −    
≤ + − + + + − ( ) ( )( ){ }

( ) ( ){ } ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ){ }

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0

0

2
2 2

2 2
2 1 1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 2 2

2 1

2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 2 2

2 2
2 1 1 1 2

sup sup

sup sup

sup

x I x I

x I x I

x I

C

C

x d f x x

g x g x f x d f x x f x d f x x

f x f x x f x f x x f x d f x f x d f x

g x g x

f x d f x x f x d f x x f x d f x x f x d f x x

g x g x f x d f x x f x

∈ ∈

∈ ∈

∈

+

 ′ ′+ − + + − + 
 

′ ′+ − + + − +

′ ′+ −

= + − + + + − +

′+ − + + − ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0

00 0

2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 2 1

C

CC C

d f x x

f x f x x f x f x x f x d f x f x d f x g x g x

′ +

′ ′ ′ ′+ − + + − + + −
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

02

0

0

2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 2

2 2
1 1 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2

C C

C

C

C

f x d f x x f x d f x x f x d f x x f x d f x x

g x g x dx f x f x

x f x f x f x f x f x f x f x f x

x f x f x f x f x f x f x f x f x

d f x f x f x f x f x f x

≤ + − + + + − +

 ′ ′+ − + −  

 ′ ′ ′ ′+ − + −  

 ′ ′ ′ ′+ − + − 

   + − + −   ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

00

0 00

0 0

0 0

0 0

0

2 1

2 2 2
1 2 1 2 2 1

2 2 1 2 2 1 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2 2
1 2 1 1 1 2

1

CC

C CC

C C

C C

C C

C

g x g x

b d b f x f x b f x f x g x g x

bdM K f x f x bd M f x f x

b f x f x f x f x b f x f x f x f x

b f x f x f x f x b f x f x f x f x

d f x f x f x f x f x f x

′ ′+ −

≤ + − + − + −

′ ′+ − + + −

′ ′ ′ ′+ − + −

′ ′ ′ ′+ − + −

+ − + − ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

2 2
1 2 2 2

2 1

2
2 1 2 1 2 2 1

2
2 2 1 2 2 1 2 2 1 2

2 2 2
2 2 1 2 2 1 2 1 2

2 2 1 2 1 2

2

1

1

1

1

C

C

C C C

C C C

C C C

C C

f x f x f x f x

g x g x

b d b M f x f x b f x f x g x g x

dbM K f x f x bd M f x f x M b f x f x

b M K f x f x b M f x f x b f x f x

M b d M f x f x b f x f x

b M

+ −

′ ′+ −

≤ + + − + − + −

′ ′+ − + + − + −

′ ′ ′ ′+ − + + − + −

+ + + − + −

+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0 0

1 1

1 2 2 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 2 2 2 1 2

2 1 2 1

1 2 2 1

1

1 1 1

1 1

C C

C C

C C

C C

f x f x g x g x

d b b M b dbM K M b b M K M b d M b b M

f x f x db M b M b f x f x

g x g x g x g x

f x f x g x g xγ

′ ′+ − + −

= + + + + + + + + + + + + 
′ ′× − + + + + + −

′ ′+ − + −

≤ − + −

 

因为 1γ < ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 2 1 2 1 2C C C
f x f x f x f x g x g xγ− ≤ − + −  

即 ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 2 1
1

1C C
f x f x g x g x

γ
− ≤ −

−
。

 
故方程(1.2)的解是连续依赖于给定的函数 ( ) [ ],g x I a b∈ = 。 
定理 3.4 (保向性)设定理 3.2 中的条件成立，对于任意 1 2,x x ，若存在 ( ) ( )1: 0,T X M C Iλ → ，且满足 

2 2 2
1 2 2 2

2
2 2

,M b M a b M Kd
a bM K

+ − +
>

−  

则 ( )1 2,Tf X Kλ∈ 且 I 为上保向同胚。
 

证明：对 1 2,x x∀ ，令 1 2x x> ，则有， 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 1 1 1 1Tf x f x d f x x g x= + −  

( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 2 2 2 2Tf x f x d f x x g x= + −  
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( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

2
1 1 1 2 2 2 2 1

2 2
1 1 1 2 2 2 2 1

2 2
1 1 1 2 1 1

2 2
2 1 1 2 2 2 2 1

2 2 2
1 2 2 1 1 1

( )( ( ))

( )( ( ))

Tf x Tf x

f x d f x x g x f x d f x x g x

f x d f x x f x d f x x g x g x

f x d f x x f x d f x x g x g x

f x d f x x f x d f x x

f x d f x x f x d f x x g x g x

b d b f x f x f x dx f x x

−

= + − − + +

≤ + − + + −

≤ + − + + −

= + − +

+ + − + + −

≤ + − + + ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 1

2
2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2

2
2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2

2
2 2 1 1 2 1 1 2 2

2
2 2 1 1 2 1 1 1 2 1 2

( )

dx f x x g x g x

d b bM K x x b d x x f x x f x x M x x

d b bM K x x db x x b f x x f x x M x x

d b bM K db M x x b f x x f x x

d b bM K db M x x b f x x f x x f x x f x

− − + −  

≤ + − + − + − + −  

≤ + − + − + − + −

 = + + + − + − 

 = + + + − + − + −  ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2 2

2
2 2 1 1 2 1 1 2

2 2 2
2 2 1 1 2 1 2 1 2

2 2 2
2 2 1 1 2 2 1 2

2 2 2
2 2 1 2 1 2

2 1 2 2 1 2

x

d b bM K db M x x b f x x x

d b bM K db M x x b x x b f x f x

d b bM K bd M b x x b M x x

d b bM k bd M b b M x x

b x f x f x k x x

 ≤ + + + − + − 

 + + + + − + − + − 

 ≤ + + + + − + − 

 = + + + + + − 

≤ − ≤ −

 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2

2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 2 1

2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 2 1

2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 1

Tf x Tf x

f x d f x x g x f x d f x x g x

d f x x f x x f x f x x f x f x x g x g x

d f x x f x x f x x f x x

f x f x x f x f x x f x f x x f x f x x g x g x

df x x x dx f x f x x f x f

−

= + − − + +

= − + − + −

 = − + − 

 + − + − + − 

= − + − + ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2
1 2

2
2 1 1 1 2 1 2 2 2 2 1

2 2 2
1 2 2 2 1 2 2 2 1 2

2 2
1 2 2 2 1 2 2

2 2 2
1 2 2 2 1 2 2 2 1 2

2 2
1 2 2 1 2 1 1 2

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 1

x f x

f x f x x f x x f x x f x x g x g x

ad x x dbM K x x b M K x x

a x x f x x f x f x g x g

ad x x dbM K x x b M K x x

a x x b M x x M x x

ad dbM K b M K a b M M

−

 + − + − + − 

≥ − − − − −

+ − + − + −

≥ − − − − −

+ − − − − −

= − − + − − ( )1 2x x−

 

令 2 2 2 2 2
1 2 2 2 2 2 1ad dbM K b M K a b M Mλ = − − + − − ， 

由条件有
2 2 2

1 2 2 2
2
2 2

M b M a b M Kd
a bM K

+ − +
>

−
，即 1 0λ > ， 

故 ( )1 2,Tf X Kλ∈ 且 I 为上保向同胚。 
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4. 举例应用 

[例]设 1
2

b = ， 1
1
20

M = ， 1
1
20

K = ， 2
1
2

M = ， 2 2K = ， 0a = ，
1

120
d = ，且 ( )f x 是连续函数，且

有 ( ) 1 1,
20 20

g x  ∈Φ 
 

， ( ) 1 , 2
2

f x  ∈Φ 
 

，则方程 ( ) ( ) ( )

( )
2

1
120

g x f x
f x

f x x

+
=
 + 
 

在
1 , 2
2

 Φ 
 

内有唯一的解，即差

分方程
( ) 1

1

1
1

120

n n
n

n n

g x x
x

x x

+
+

+

+
=
 + 
 

在 I 上有唯一的不变曲线。 
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